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Avant-propos 



L'organisation en credits d’enseignement entraine des variations entre les Universites. 

Les deux premieres annees de licence (LI et L2) ont cependant suffisamment de points 
communs pour proposer des livres utiles a tous. 

Avec la collection Express, vous allez vite a l'essentiel. 

Pour aller vite, il faut la taille mince et le prix leger. 

11 faut aussi une organisation en fiches courtes et nombreuses pour vous permettre de 
ne retenir que les sujets du moment, semestre apres semestre. 

II faut avoir fait des choix coherents et organises de ce qui est le plus couramment 
enseigne lors des deux premieres annees des licences de mathematiques, informatique, 
mais aussi de sciences physiques, et dans les cycles preparatories integres. 

II faut un index detaille pour effacer rapidement un malencontreux trou de memoire. 

Dans la collection Express, il y a done l'essentiel, sauf votre propre travail. Bon cou- 
rage! 

Toutes vos remarques, vos commentaires, vos critiques, et meme vos encouragements, 
seront accueillis avec plaisir. 



daniel.fredon@laposte.net 

mmaumy@math.u-strasbg.fr 

fbertran@math.u-strasbg.fr 




Avant-propos 



3 



Table 

des matieres 



Fiche 1 


Nombres reels 


6 


Fiche 2 


Generalites sur les fonctions numeriques 


12 


Fiche 3 


Limite d’une fonction 


16 


Fiche 4 


Fonctions continues 


22 


Fiche 5 


Fonctions derivables 


26 


Fiche 6 


Complements sur les fonctions derivables 


32 


Fiche 7 


Logarithmes et exponentielles 


36 


Fiche 8 


Fonctions circulates et reciproques 


42 


Fiche 9 


Fonctions hyperboliques et reciproques 


46 


Fiche 10 


Suites numeriques 


50 


Fiche 11 


Suites particulieres 


56 


Fiche 12 


Integrales definies 


62 


Fiche 13 


Calcul des primitives 


68 


Fiche 14 


Formules de Taylor 


74 


Fiche 15 


Integrales generalisees 


82 


Fiche 16 


Equations differentielles du premier ordre 


88 


Fiche 17 


Equations differentielles lineaires 






du second ordre 


92 


Fiche 18 


Systemes differentiels 


100 


Fiche 19 


Series numeriques 


104 


Fiche 20 


Suites de fonctions 


110 


Fiche 21 


Series de fonctions 


114 



4 



Analyse en 30 fiches 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



Fiche 22 


Series entieres 


118 


Fiche 23 


Series de Fourier 


124 


Fiche 24 


Topologie de R" 


128 


Fiche 25 


Fonctions de plusieurs variables 


132 


Fiche 26 


Calcul differentiel 


136 


Fiche 27 


Optimisation d'une fonction de plusieurs variables 


142 


Fiche 28 


Fonctions defmies par une integrate 


146 


Fiche 29 


Integrates multiples 


150 


Fiche 30 


Integrates curvilignes 


154 


Index 




159 



© 



Table des matieres 



5 



1 



Nombres reels 



I Premieres proprietes 

• Corps ordonne 

On dit que l'ensemble R des nombres reels est : 

- un corps pour dire qu’il est muni de deux operations + et x , avec toutes les pro- 
prietes dont vous avez l'habitude ; 

- un corps ordonne pour dire que la relation d'ordre ^ est compatible avec + et x , 
c'est-a-dire : 

Va e R Wb e R VceR a ^ b =>■ a + c^b + c', 

Va e R Wb e R Vc^O a ^ b =>■ ac ^ be. 

• Regies de calcul (x e R , y e R , n e N) 

(x + y) n = Y / ( n ) xk y n - k ou 
k = 0 V / 

x"-y» = (*-y) 

k=Q 

• Valeur absolue 

La valeur absolue d’un reel a, notee \a\, est definie par : 

\a\ — a si a ^ 0 ; \a\ = —a si a ^ 0. 

• Proprietes 

Va el Viet 

\a\ ^ 0 ; \a\ — 0 a — 0 ; \ab\ = \a\ \b\ ; 

\a + b\ < \a\ + \b\ ; j \a\ — \b\ | < \a — b\ , 

• Propriete d'Archimede 

Soit a e R et b > 0. Alors il existe k e N tel que bk > a. 

• Partie entiere 

Etant donne un nombre reel x, il existe un plus grand entier relatif, note E(x) ou 
[x], tel que E(x) S'- x. On l'appelle la partie entiere de x. 

On a done, par definition : E(x) x < E(x) + 1 . 
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Attention a ne pas confondre avec la suppression de la partie decimale quand x < 0 ; par 
exemple £(— 4,3) = —5. 

II Intervalles 

Definition 

Pour a ^ b, le segment, [a,b] est defini par : 

[a,b] = (i e I ; a ^ x ^ b} . 

On utilise souvent la propriete : 

c e [a,b] 3r e [0,1] c — ta + (1 — t)b . 

On definit de meme les autres types d'intervalles : 

]a,b[, [a,b[, ]a,b], ]a,+oo[, [a,+oo[, ] — oo,Z?[, ] — oo,Z?], ] — oo,+oo[= R . 

Propriete caracteristique 

Une partie A de R est un intervalle si, et seulement si : 

Vo e A Wb e A a < c < b c e A. 

Voisinage d'un point 

Soit oel. Une partie V de R est un voisinage de a si elle contient un intervalle 
ouvert centre sur a, soit du type \a — a, a + o[ avec a > 0. 

Densite de Q dans R 

Tout intervalle \a.b\ non vide contient au moins un rationnel et un irrationnel. 

On dit que Q et son complementaire R \ Q sont denses dans R. 



Ill Ordre dans R 



Majoration, minoration 
Definitions 

Soit A une partie de R. On dit que a est un majorant de A si x ^ a pour tout x de A . 
Si, en plus, a e A, alors a est le plus grand element de A , note maxA . Si A admet 
un majorant, on dit que A est majoree. 

On definit de meme : minorant, plus petit element, partie minoree. 

Unicite 

Si une partie non vide de R admet un plus grand element, ou un plus petit element, 
il est unique. Mais il peut ne pas exister. 
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Surveillez votre vocabulaire : un majorant, le plus grand element. 



Cas particulier des entiers naturels 

Toute partie non vide de N admet un plus petit element. 

Toute partie non vide majoree de N admet un plus grand element. 

Borne superieure, inferieure 
Definitions 

La borne superieure de A est le plus petit element (s'il existe) de l’ensemble des 
majorants de A . 

La borne inferieure de A est le plus grand element (s'il existe) de l’ensemble des 
minorants de A . 

Caracterisation 

M est la borne superieure de A si, et seulement si, on a, a la fois : 

Vx e A x f M, c'est-a-dire que M est un majorant ; 

Ve>0 3 x e A M — e < x, c’est-a-dire que M — e n'est pas un majorant. 
m est la borne inferieure de A si, et seulement si, on a, a la fois : 

Vx e A m f x, c'est-a-dire que m est un minorant ; 

Ve>0 3 x e A x < m + s, c’est-a-dire que m + e n’est pas un minorant. 

Remarque 

Si A admet un plus grand element, alors c'est la borne superieure de A . 

Si A admet un plus petit element, alors c’est la borne inferieure de A . 

Tlieoreme d'existence 

Toute partie non vide et majoree (resp. minoree) de R admet une borne superieu- 
re (resp. inferieure). 
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Application 

Soit E la partie de R definie par : E = { " ; n e N* ] . 

I n + - l 

n 

Montrez que E est infinie et bornee. 

Determinez, si elles existent, la borne superieure et la borne inferieure de E. 
Etudiez l'existence d'un plus petit element, d'un plus grand element, de E. 



Solution 



Notons u„ — y ■ Montrons que les elements de E sont tous distincts, ce qui prou- 

n + - 

n 

vera que E est infinie. Raisonnons par l'absurde en supposant deux elements egaux 
pour deux entiers strictement positifs «o et Po ■ 



_ , n o _ Po v _ 

^ po N ~ P — N ~ < HO — PO- 
Po «0 



On a u n ^ 1 car n ^ n H — et 0 ^ u n car n ^0. 

n n n 

E etant minoree par 0 et majoree par 1, admet une borne inferieure m et une borne 
superieure M qui verifient : m ^ 0 et M ^ 1 . 

Comme u \ = 0, on a m = 0 et 0 est le plus petit element de E. 

Montrons que M = 1 en montrant que, pour tout e > 0, 1 — £ n’est pas un majorant 
de E. Pour ceci, il faut trouver n e N* tel que : 



1 

n ~~ / i\ 1 

1 - £ < y (1 — s) [ n + - ) < n 

1 V n / Tl 

n H — 
n 



(1 — £) (n 2 + 1) < n 2 — 1 

en 2 > 2 — £ 



Si £ > 1 , tous les elements de E sont superieurs a 1 
Si £ < 1, il suffit de choisir n > 
rant de E. On a done bien M = 1 . 



■ £. 



pour montrer que 1 — e n’est pas un majo- 



1 



1 



Et comme 1 n’appartient pas a E car n ^ n H — ,1a partie E n'a pas de plus grand 

n n 

element. 



© 
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Application 



Soit A et B deux parties bornees de R. Montrez que : 

sup (A U B) = max (sup A, sup B ) . 

Solution 

Les parties A et B etant bornees, admettent des bornes superieures. 
x etant un element quelconque de A U B, il appartient a A ou a B. 

II verifie done x ^ sup A ou x ^ sup B, soit x ^ max (sup A , sup B ) . 

Cela prouve que l'ensemble A IJ B est borne. 

II admet done une borne superieure telle que sup (A U B) < max (sup A, sup B). 
Supposons, a titre d'exemple, que sup A ^ sup B. Soit e > 0 . Par definition de sup A, 
il existe x e A tel que 

sup A — e < x 

e’est-a-dire qu'il existe x e A U B tel que 

max (sup A, sup B) — e < x 
ce qui prouve que sup (AUB) = max (sup A, sup B) . 

Application 

Soit A = {x e Q + ; x 2 < 2} . Prouvez que A n'admet pas de borne superieure dans 

Q. 



Solution 

Il faut montrer que l’ensemble des majorants rationnels de A n’a pas de plus petit ele- 
ment. 

Soit y un majorant rationnel de A. On a V 2 < y. En effet, ~J2 n’est pas un rationnel, 
et si on avait y < \/2, comme Q est dense dans R, il existerait un rationnel entre y et 
V2, ce qui contredirait la definition de y . 

D'autre part, l’intervalle ouvert ]y/2,y[ contient au moins un rationnel z, qui est alors 
un majorant rationnel de A tel que z < y- 
A n'admet done pas de borne superieure dans Q. 
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Application 



1. Si n e N, demontrez l'encadrement : 



(3 + VI)" + (3 - VI)" - 1 < (3 + VI)" < (3 + VI)" + (3 - VI)" . 

2. Montrez alors que la partie entiere de (3 + VI)" est un entier impair. 



1. Comme 3 — VI ~ 0,76, on a, pour tout n e N, 0 < (3 — VI)" < 1 . 

Sans calculatrice, on aboutit a la meme conclusion en remarquant que 4 < 5 < 9 
entraine 2 < V5 < 3. 

On en deduit l’encadrement de l’enonce : 

(3 + V5r + (3 - V5) n - 1 < (3 + V5) n < (3 + V5) n + (3 - VI)" . 

2. II reste a demontrer que (3 + VI)" + (3 — VI)" est un entier pair. 

En appliquant deux fois la formule du binome de Newton, on a : 



C'est un nombre entier pair. 

Par consequent, (3 + VI)" + (3 — VI)" , somme de nombres entiers pairs, est un 
entier pair, ce qui entraine le resultat annonce. 



Solution 




Dans cette somme, tous les termes correspondant a k impair sont nuls. 
Et si k = 2 p, le terme correspondant s’ecrit : 3" 2, ’(2 x 5 ; ’) . 




© 
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Generalites 
sur les fonctions 
numeriques 

I Premieres proprietes 

Fonction numerique 

Definir une fonction numerique / sur une partie non vide E de R, c'est indiquer 
comment faire correspondre au plus un reel v a tout x de E. 

Le reel y est l'image de x par/et s'ecrit/(x) . On note : 

f : E — ^ R 

* ^ fix). 

L' ensemble des reels qui ont effectivement une image par /est l’ensemble de defi- 
nition de / 11 est note Df, ou D s'il n’y a pas d’ambiguite. 

Representation graphique 

Le plan etant rapporte a un repere (O, i , j ), la representation graphique de/est 
l’ensemble Cf des points de coordonnees (x. f (x)) avec x e Df. 

Parite 

-/est paire si 

Wx e D f (-x) e D f et f(-x) = f(x). 

Son graphe est symetrique par rapport a ( Oy ). 

-/est impaire si 

Vx e D f (-x)eD f et /(-x) = -/(x). 

Son graphe est symetrique par rapport a O. 

Periodicite 

/est periodique, de periode T e R/ (ou r-periodique), si 

Vx e D f (x + T) e D f et /(x + T) = /(x) . 

Son graphe est invariant par les translations de vecteurs kT i avec k e Z. 
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Sens de variation 

- /est croissante sur un intervalle I si I C Df et 

Vxi e I Vx 2 el x\ < x 2 ==>• fix i) < /(x 2 ) . 

-/est decroissante sur I si I C Df et 

Vxi e I Vx 2 e / xi < x 2 =>• /(xi) ^ /(x 2 ) . 

-/est monotone sur / si elle est croissante sur /, ou decroissante sur I. 

- Avec des inegalites strides, on definit : / strictement croissante, strictement 
decroissante, strictement monotone, sur I. 

Extremum 

- / admet un maximum (resp. minimum) global en xo e Df si : 

Vx e D f fix) ^ fix o) (resp./(x) ^ /(x 0 )). 

-/admet un maximum (resp. minimum) local en xo e Df, s'il existe un intervalle 
ouvert I contenant xo, tel que : 

Vx e I n Df fix) < / (x 0 ) (resp. fix) ^ /(x 0 )). 

Un maximum ou un minimum local est dit extremum local en xo. 

Un extremum est un maximum ou un minimum. 

Fonction lipschitzienne 

/est une fonction lipschitzienne de rapport k > 0, ou ^-lipschitzienne, si : 

Vx G Df WyeDf |/(x) — fiy)\^k\ X -y\. 

Lorsque k < 1,/est dite contractante. 



II Relation d'ordre 

Comparaison de fonctions 

/ et g etant deux fonctions, a valeurs reelles, definies sur le meme ensemble de 
definition D, on note/ / g (resp. / / g) si : 

VxeO fix) / g(x) (resp./(x) Jfcg(x)). 

Si/ ^ 0,/est dite positive. 

Majorant, minorant 

Si l'ensemble des images fiD) est majore, ou minore, ou borne, on dit que /est 
majoree, ou minoree, ou bornee. 

Si l'image/(A) de A C D admet une borne superieure, ou une borne inferieure, on 
parle de borne superieure, de borne inferieure, de/sur A et on note : 
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Proprietes 



sup f(x) ; inf f(x). 

xeA 



inf fix) = - sup ( - fix)) . 



xeA 



xeA 



Si, pour tout x e A, on a. fix) ^ gix) , alors sup fix) ^ supg(.r) . 

xeA xeA 

Si A C B, on a : sup fix) < sup fix) et inf f(x) ^ inf fix). 

xeA xeB xeA xeB 



III Operations sur les fonctions 

• Valeur absolue d'une fonction 

/etant definie sur D, la fonction |/| est definie sur D par x i-> |/(x)|. 
On definit aussi/ + et/ - sur D par : 

f+ix) = sup if (x),0) ; f~ix) = sup i-fix), 0) . 

On a alors/ = /+ - / - et |/| = /+ + / - . 

Operations algebriques 

Soit/et g deux fonctions numeriques et A un reel. 

La fonction A/est definie sur Df par : 

(A /)(*) = A/(x). 



La fonction / + g est definie sur Df fl D g par : 

if + g) ix) = fix) + gix). 
La fonction / g est definie sur Df fl D g par : 

if g) ix) = fix) gix). 



La fonction — est definie sur Df fl D,, \ {x ; gix) — 0} par : 

s 

f , , fix) 

- ix) = —T' 
g gix) 

Composition 

-l 

On appelle composee de/par g la fonction definie sur Df O f iD g ) par : 

ig ° f) ix) = g{fix))- 
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Application 






1. Soit/une fonction paire definie sur [—a, a] avec a > 0. 

Montrez que, si la restriction de/a [0,a] est croissante, alors la restriction de/a 
[— a,0] est decroiss ante. 

2. Soit g une fonction impaire definie sur [—a,a\. 

Montrez que, si la restriction de g a [0,a] est croissante, alors g est croissante sur 
[—a, a]. 



Solution 

1. Soit x et x' tels que —a ^ x < x' ^ 0 ; alors 0 ^ —x' < — x ^ a . 

La restriction de/a [0,a] etant croissante, on a : 

/(-*') < 

puis, comme / est paire : fix) / / (x'), ce qui demontre que la restriction de / a 
[— a,0] est decroissante. 

2. De la meme maniere, en partant de —a ^ x < x' ^ 0, on obtient : 

g(~x') < g(-x), 

puis, comme g est impaire : —g(x') / —g(x), d'ou g(x) / g(x') , ce qui demontre que 
la restriction de g a [— a,0] est croissante. 

Comme les deux restrictions de g a [— a,0] et a [0,a] sont croissantes, la fonction g 
est croissante sur [—a,a\. 



© 
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Limite 
d’une fonction 



I Definitions 

Soit / une fonction, a valeurs reelles, definie sur un intervalle I contenant au moins 
deux points. 

• Limite d'une fonction en xo 

Soit xq un point appartenant a 7, ou extremite de 7. On dit que /admet une limite 
finie / en xo, et on note lim f(x) — I , si : 

X->Xo 

Ve > 0 3 J > 0 Vxe/ |x - x 0 | < d ==> |/(x) - l\ < e . 

Cette limite peut exister meme si f n'est pas definie en x 0 . Mais si f est definie en x 0 et 
si lim f(x) existe, alors lim f(x) = f(x 0 ) . 

x— >x 0 x— >x 0 

Si une fonction admet une limite / en xo, cette limite est unique. 

• Limite a gauche, limite a droite 

- /admet une limite a droite / en xo si la restriction de/a I fl ]xo,+oo[ admet pour 
limite / en xo- On note : lim f(x) — I . 

X—*Xq 

-/admet une limite a gauche / en xo si la restriction de/a 7 0] — oo,xo[ admet 
pour limite / en xo- On note : lim /(x) = / . 

x^x~ 

- Si/est definie sur un intervalle de la forme ]xo — a,x o + a[, sauf en xo, alors : 

lim /(x) = / lim f (x) — lim /(x) = / . 

x^x 0 x ^, x - j->,+ 

Si/est definie en xo, ces deux limites doivent aussi etre egales a/(xo). 

• Limite infinie en xo 

- On dit que /tend vers +oo quand x tend vers xo si : 

VA > 0 3d' > 0 Vxe/ |x - x 0 | < S => /(x) ^ A . 

On note : lim /(x) = +oo . 

x-s-Xo 

- On dit que /tend vers — oo quand x tend vers xo si : 

VA > 0 3d > 0 Vxe/ |x — x 0 | < d /(x) < —A . 



16 Analyse en 30 fiches 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



On note : lim f(x) — — oo . 

x^>x 0 

Limite de/lorsque x tend vers +oo ou — oo 

- On dit que/a pour limite / quand x tend vers +oo si : 

Ve > 0 3B > 0 Vx e I x ^ B =>■ |/(x) — Z| < e. 
On note : lim /(x) = / . 

X^+OO 

On definit de maniere analogue lim /(x) = l . 

x — >■— OO 

- On dit que/tend vers +oo quand x tend vers +oo si : 

VA > 0 3B > 0 Vx e I x > B =$■ /(x) > A . 
On note : lim /(x) = +oo . 

x — >-(-oo 

On definit de maniere analogue lim /(x) = +oo ... 




II Proprietes des limites 

Soit / une fonction definie sur /, et xo un point, fini ou infini, appartenant a /, ou 
extremite de I. 

• Proprietes liees a l'ordre 

- Si/admet une limite finie en xo, alors/est bornee au voisinage de xo- 

- Si/admet une limite finie l > 0 en xo, alors il existe a > 0 tel que/ / a au voi- 
sinage de xo- 

- Si/est positive au voisinage de xo et admet une limite finie / en xo, alors / / 0. 

- Si/ ^ g au voisinage de x 0 , et si lim f(x) — I et lim g(x) = m , alors / ^ m. 

x->x 0 x->x 0 

- Theoreme d'encadrement (ou « des gendarmes », ou « sandwich ») 

Soit / g et h trois fonctions definies au voisinage de xo, et verifiant / 
au voisinage de xo. 

Si / et h ont la meme limite / (finie ou infinie) en xo, alors g a pour limite / 
en xo. 

- Soit/et g deux fonctions definies au voisinage de xo, et verifiant/ / g au voi- 
sinage de xo- 

Si lim /(x) = +oo, alors lim g{x) — +oo. 

x->x 0 x->x 0 

Si lim g{x) = — oo, alors lim /(x) = — oo . 
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Operations algebriques 

Soit / et g deux fonctions definies au voisinage de x (l et admettant des limites / 
et in en xo, et A un reel. 

Alors les fonctions f + g, Xf etfg admettent respectivement pour limites en xo : 
/ + m, A/et Im. 

1 1 

Si de plus m ^ 0, — a pour limite — ■ 
g m 

Fonction composee 

- Soit/une fonction definie au voisinage de xo avec lim /(x) = uq et g definie 

X^-Xo 

au voisinage de uq telle que lim gin) — v . 

U—^UQ 

Alors go f est definie au voisinage de xo et lim g(/(x)) = v . 

x-*x 0 

- Image d'une suite convergente 

Soit /definie sur un intervalle I et a un point de I. 

f a pour limite l au point a si, et seulement si, pour toute suite (x„) convergeant 
vers a, la suite (/(x„)j converge vers l, finie ou non. 



Pour demontrer qu'une fonction f n'a pas de limite lorsque x tend vers a, il suffit de four- 
nir un exemple de suite (x n ) qui tende vers a et telle que (V(x„)) soit divergente. 

• Cas des fonctions monotones 

Soit/une fonction monotone sur ]a,b[. Elle admet en tout point xo de ]a.b[ une 
limite a droite et une limite a gauche. 

Lorsque /est croissante, si elle est majoree, elle admet en b une limite a gauche 
finie, si elle n'est pas majoree, elle tend vers +oo quand x tend vers b . 
Pour/decroissante, on a la propriete analogue au point a. 

Ill Comparaison au voisinage d'un point 

Soit/et g deux fonctions definies sur /, et xo un point, fini ou infini, appartenant a /, 
ou extremite de I. 

• Definitions 

- On dit que / est dominee par g au voisinage de xo s'il existe A > 0 tel que 
| / (x ) | ^ A |g(x)| pour tout x d'un voisinage J de xo- 
notation : / = 0(g) . 

f 

Si g ne s'annule pas sur 7, cela signifie que — est bornee sur J . 

8 
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- On dit que/est negligeable devant g, ou que g est preponderante devant/, au 
voisinage de x (l si, pour tout e > 0 , il existe un voisinage J de Xo tel que Ton ait 
|/(x)| ^ e |g(x)| pour tout x de J. 
notation : / = o(g). 

Si g ne s'annule pas au voisinage de Xq, cela signifie : 

fix) 



lim 

*-*•*0 g(x) 



= 0 . 



- On dit que/et g sont equivalentes au voisinage de xo, si on a 
/ — g = o(g) . Si g ne s'annule pas au voisinage de xo, cela signifie : 

fix) 



lim 

*^.*0 g(x) 



= 1 . 



notation : / ~ g ou / ~ g . 

Xo 

La relation ~ est transitive. Si Ton sait que / ~ g et g ~ h , on en deduit que 

^0 Xq Xo 

f~h. 

Xo 

Exemples fondamentaux 

Au voisinage de +oo , on a : 

(lnx) Q = o(x^) et x 13 — o{e lx ) ou a > 0, j 3 > 0, 7 > 0. 

Au voisinage de 0 , on a : 

|lnx|“ = o(x^) ou a > 0 et / 3 < 0 . 



Proprietes des fonctions equivalentes 

Si/i ~ gi et/ 2 ~ g 2 , alors /1 fi ~ gi gi et ^ ~ — • 

Xo Xo Xo J 2 Xo g 2 

Si/~g et si lim g(x) — l, alors lim /(x) = /. 

X 0 x->x 0 x->x 0 



Des deux theoremes precedents, il resulte que, lorsque Ton a a chercher la limite d'un 
produit ou d'un quotient, on peut remplacer chacune des fonctions par une fonction equi- 
valente, choisie pour simplifier le calcul. 

Mais attention a ne pas effectuer un tel remplacement dans une somme, ni dans une 
fonction composee. 



Equivalents classiques 

e - i~x 
0 

In (1 + x) ~x 
© 0 



sin x ~ x 
0 



1 — COS X 



0 2 ’ 



tanx~x ; (1 + x)“ — 1 ~ ax. 

0 0 
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Application 



Determinez les limites suivantes (si elles existent) : 



lim 

X — > — OO 






x 2 + 3x — 7 — x 



lim 

C— >-+00 






x 2 + 3x — 7 — x 



Solution 



a) Lorsque x tend vers — oo, x 2 + 3x — 7 existe et tend vers +oo, ainsi que — x. 
Comme la somme de deux fonctions qui tendent toutes les deux vers +oo tend aussi 
vers +oo , on a done : 



lim \y/ x 2 + 3x 

x — > — oo L 



1 — x 



— +oo . 



b) Lorsque x tend vers +oo , la reponse n'est pas immediate. Multiplions, et divisons, 
par x 2 + 3x — 1 + x, puis simplifions par x (avec x > 0) : 



-\A' 2 + 3x — 7 — x = 



3x — 7 

y/x 2 + 3x — 7 + x 




Lorsque x tend vers +oo , le numerate ur tend vers 3, le denominateur tend vers 2. 
Done : 



lim [ x 2 + 3x — 1 — x 

x — >-+oo L 



3 

2 



Application 



Montrez que la fonction /, definie pour x ^ 0 par f(x) — sin 
quand x tend vers 0. 




n’a pas de limite 



Solution 

1 

Pour n e N, posons x n — ^ choisi de sorte que/(x„) = (—1)". 

( 2 n + 1 ) - 

Lorsque n tend vers +oo, la suite (x„) tend vers 0, et la suite ( /'(x„)) est divergente. 
Done la fonction /n'a pas de limite quand x tend vers 0. 
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Application 



o> 



Soit /une fonction de R dans M, periodique, et qui admet une limite finie / quand x 
tend vers +oo. Demontrez que/est constante. 

Solution 

Soit T une periode de/(avec T > 0), et y un reel quelconque. Par definition de la limi- 
te /, on a : 

Ve > 0 3A > 0 x > A ==>- |/(x) — 1\ < £ 

Comme R possede la propriete d'Archimede (cf. fiche 1), il existe n e N tel que 
y + riT > A. 

On en deduit que | f(y + nT) — /| < e. 

Et comme/(y + nT) = f(y), on a : 

Ve>0 | f(y)-l\<e. 

D'ou /(y) = / pour tout reel y, ce qui prouve que/est constante. 

Application 

i 

Determinez, si elle existe, la limite : lim (cos icltan 2 * . 

x-s-0 



Solution 



Posons/(x) = (cosx)taifx — e A( - Jc) 

1 ln(cosx) 

avec A{x) — — r— ln(cos x) ~ r 

tan 2 x o x l 



Par ailleurs ln(cos x) = ln(l + cos x — 1) ~ cos x — 1 ~ 

o o 2 

1 

Par consequent A(x) ~ — -■ 

1 

On a done lim A(x) = , puis, la fonction exp etant continue en 0 : 

x — 2 

lim f{x) = e~ 0,5 = -4= ^ 0,607 . 
x^o ^/e 



© 
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Fonctions continues 

I Continuite 

• Continuite en un point 

-/e st continue en xo si elle est definie en xo et si lim fix) 

x->x 0 

-/est continue a droite (resp. a gauche) en xo si lim /(x) 

x^x+ 

(resp. lim /(x) = /(x 0 ) ). 

x^x 0 

Prolongement par continuite 

Soit/une fonction definie sur un intervalle / et xq / 7. 

Si lim /(x) = l, la fonction / definie sur 7 U {xo} par/(xo) = l et /(x) = /(x) 

X^-Xq 

pour x e 7, est la seule fonction continue en xo dont la restriction a 7 soit /. On 
l'appelle le prolongement par continuite de/en xo . 

Continuite sur un intervalle 

Soit D un intervalle ou une reunion d'intervalles. Une fonction/, definie sur D, est 
dite continue sur D, si /est continue en tout point de D. 

II Image d'un intervalle 

Theoreme des valeurs intermediaires 

Si /est continue sur un intervalle I, alors/(7) est un intervalle. 

Image d'un intervalle ferme 

Si /est continue sur un intervalle ferme I, alors/(7) est un intervalle ferme. 

En particulier, si une fonction/est continue sur [a.b\, et si f (a) et/(7>) sont de 
signe contraire, l'equation/(x) = 0 admet au moins une solution dans [a.b] . 

Cas d'une fonction strictement monotone 

Soit/une fonction continue et strictement croissante (resp. decroissante) sur un 
intervalle 7. 



= fix o) . 
= fix o) 
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5 ? 



/est une bijection de I sur /(/), et sa bijection reciproque/ -1 est continue et stric- 
tement croissante (resp. decroissante) sur l'intervalle/(/). 

Dans un repere orthonorme, les graphes de/et de/ -1 sont symetriques par rap- 
port a la premiere bissectrice des axes. 



Ill Continuite uniforme 

• Definition 

Une fonction/est uniformement continue sur D si : 

Ve > 0 3a > 0 Vx e D Vx' e D \x - x'K S \f(x) - /(x')| / £. 

Dans cette ecriture logique, a depend de e, mais pas de x ; d’ou I'origine du mot uni- 
forme. 

La continuite uniforme sur D entraine la continuite sur D. 

• Theoreme de Heine 

Toute fonction continue sur un segment est uniformement continue sur ce segment. 

• Cas d'une fonction lipchitzienne 

Si / est lipschizienne sur D, alors elle est uniformement continue sur D. 



© 
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Application 

Soit /une fonction de [0,1] dans M telle que /( 0) = /(l) = 0, et qui possede la pro- 
priete : 

Vx e [0,1] Vy e [0,1] /(*) = f(y) = 0 =► = 0 ' 

1. Montrez que pour tout n e N, pour tout he N tel que 0 / P/ 2", on a : 




2. En supposant/ continue, montrez qu'alors/est la fonction nulle. 



Solution 



1. Notons ( P n ) la propriete a demontrer, et faisons un raisonnement par recurrence 
sur n. 

La propriete (Pq) est vraie par hypothese. Supposons que, pour k entier naturel quel- 
conque, ( // ) soit vraie, et demontrons qu'alors {Pk+ 1 ) est vraie. 

Soit h e N tel que 0 ^ h ^ 2 k+l . 



• Si h est pair, on a h =2p avec 0 ^ p ^ 2 k et 
de (P k ) : 



P_ 

2 k 



■ On a alors par suite 



/ 





= 0. 



• Si li est impair, on a h = 2p + 1 avec 0 Z P < 2 k . 



li 



1 



On peut alors ecrire : — — - = - I — + 

r 2 k + l 9 \ Ik 



2 \ 2 k 



P+1 

2 k 



Comme on a, par suite de (P k ), /( — y ) = / 



P+1 

2 k 



— 0 , on en deduit 



/ 



2 k +i 



— 0 a cause de l'hypothese faite sur/. 



La propriete (P„) est done demontree pour tout entier naturel n. 

2. Soit a e]0,l[. Pour tout n e N, on pose u n = — x E(a 2") . 

1 1 

On a alors u n ^ a < u„ H puis 0 ^ a — u n < — ; de plus f(u n ) = 0. 

2 " 2 " 

On a done lim u„ = a et, par continuity de//(a) = lim f(u n ) — 0. 

>-+oo n— >-+oo 
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5? 



Application 

Un marcheur parcourt 12 km en une heure. Montrez qu'il existe au moins un inter- 
vals de 30 min pendant lequel il parcourt exactement 6 km. 



Solution 

Si t est la duree (en min) depuis le depart, on a t e [0,60], 

Designons par fit) la distance parcourue (en km) pendant la duree t. On peut suppo- 
ser/ continue. 

Notons g(t ) la distance parcourue (en km) en 30 min a partir de l’instant t. 
g est continue et liee a/par : 

gif) = .fit + 30) - fit) avec t e [0,30], 

On a *(0) = / (30) et *(30) = 12 - /( 30) car/(0) = 0 et/(60) = 12. 

La valeur 6= ^ ^ ^ — ” appartient a l’intervalle d'extremites giO) et g(30). 

D'apres le theoreme des valeurs intermediaries, il existe done au moins un nombre 
to e [0,30] tel que g(fo) = 6. 

Pendant la demi-heure [to do + 30], le marcheur parcourt exactement 6 km. 



Application 

Montrez que la fonction/definie sur ]0,+oo[ par fix) 
continue. 



—= n'est pas uniformement 

■s/x 



Solution 

Si/etait uniformement continue sur I =]0,+oo[, on aurait : 

Ve > 0 3?7 > 0 Vx e / Vx' e / |x — x | < r] = 
On pourrait prendre en particulier x' = 2x et on aurait : 

sf2- 1 



We > 0 3?/ > 0 Vx e / |x| < r] ■■ 



~j2x 



l l 

Vx' 



< £ 



< £ . 



ce qui est incompatible avec lim 



V 2-1 

0 \PVx 



— +00 . 
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Fonctions 

derivables 



I Definitions 

Derivee en un point 

Soit/une fonction definie sur D et xo e D tel que/soit definie au voisinage de 
xq. On appelle derivee de/au point xo le nombre (lorsqu'il existe) : 



lim 

x^x 0 



fix) 



fix o) .. fix 0 + h ) 

= lim 

h->0 h 



fix o) 



X — Xq 

On dit alors que/est derivable en xq. 



= fix o) . 



Si lim 



fix ) ~ fix o) 

X — Xq 



existe, / est dite derivable a droite en xo, et cette limite est 



appelee derivee a droite de/en xq, et notee fixa) . 

On definit de meme la derivee a gauche en xo, notee f' g {xo ) . 

/ est derivable en xo si, et seulement si, / admet en xo une derivee a droite et une 
derivee a gauche egales. 



Fonction derivee 

/est dite derivable sur une reunion D d’intervalles ouverts, si elle derivable en tout 
point de D. 

La fonction derivee de/est definie sur D par : x i-> fix). 



Derivees successives 

Soit/derivable sur D. Si/' est derivable sur D, on note sa fonction derivee/" ou/ <2) . 
On l’appelle derivee seconde de /. 

Pour n entier, on definit par recurrence la derivee n-ieme, ou derivee d’ordre n, de 
/en posant/ (0) = /, puis / (n) = (/ ( ' !_1) )', lorsque/ (n_1) est derivable sur D. 

/est dite de classe C n sur D si/ (n) existe sur D , et est continue sur D. 

/est dite de classe C°° sur D, ou indefiniment derivable, si/admet des derivees de 
tous ordres sur D. 



Interpretation graphique 

/ derivable en xo signifie que le graphe de / admet au point d’abscisse xo une tan- 
gente de pente/'(xo). 
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Son equation est : 

y ~ fix o) = fix o) (x - x 0 ) . 




Si lim 



fix) ~ /(x 0 ) 



+oo ,/n'est pas derivable en xq, mais le graphe de/admet 



*->*0 X — X‘o 

au point d'abscisse xo une tangente parallele a Oy . 

Derivabilite et continuite 

Toute fonction derivable en xo est continue en xq. 



Attention, la reciproque est fausse. Par exemple, la fonction x > |x| est continue, et non 
derivable, en 0, car elle admet une derivee a gauche et une derivee a droite differentes. 



Operations sur les fonctions 
derivables 



Operations algebriques 



/ 



Si / et g sont derivables en xo, il en est de meme de f + g, de fg, et de — si 

g 

gixo) / 0 ; et on a : 

if + g)'ix o) = fix o) + g'(x 0 ) 

ifgfix o) = /'(xo)g(xo) + /(xo)g'(xo) 

/V, . /'(xo)g(xo) - /(xo)g'(xo) 

- (*o) = 

gj g ix o) 



Fonction composee 

Soit/une fonction derivable en xo et g une fonction derivable en/(xo), alors go/ 
est derivable en xo, et 

ig ° f)'ix o) = g'ifix o)) X fix o) . 

Derivee d'une fonction reciproque 

Soit/une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I. On suppose 
que/est derivable en/(xo) et que/'(xo) / 0. 

Alors, la fonction reciproque/ -1 est derivable en/(xo) et 



if~ l )'ifix o)) = 77 



1 



fix o) 



FICHE 5 - Fonctions derivables 27 



Formule de Leibniz 

Si/et g admettent des derivees d'ordre n en xo, alors il en est de meme de fg ; et 
on a : 



Soit/une fonction derivable sur un intervalle ouvert I. 

• Theoreme 

Si, pour tout x e /, f (x) = 0 alors /est constante sur I. 

Si, pour tout x e I,f'(x ) / 0 alors/est croissante sur I. 

Si, pour tout x e /, /'(x ) > 0 alors /est strictement croissante sur I. 

Ce dernier resultat est encore valable si/' s’annule en des point isoles, c'est-a-dire 
tels que leur ensemble ne contienne pas d’intervalle. 

• Condition necessaire d'extremum local 

Si/admet un extremum local en xq et si /est derivable en xo, alors f(x o) = 0. 

• Condition suffisante d'extremum local 

//' et f" etant continues sur ]a,b[, si en xo e]a,b[, on a f(x o) = 0 et f"(x o) / 0, 
la fonction /presente un extremum local en xo. 

C’est un maximum si/"(xo) < 0, un minimum si/"(xo) > 0. 
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Application 

Etudiez la derivabilite et calculez la derivee de la fonction definie sur R par : 

1 

fix ) — x sin - pour x f 0 et /( 0) = 0. 

x 

Solution 

Pour x / 0, la fonction / est derivable comme produit de fonctions derivables, et 

, 1 1 1 

f (x) = sin cos — ■ 

x x x 

Etudions la derivabilite en 0. 

f{x) - /( 0) 1 

Le quotient = sin — n'a pas de limite lorsque x tend vers 0 (cf. fiche 3). 

x — 0 x 

La fonction /n’est done pas derivable en 0. 



Comme 0 < /(x) ^ |x| , la fonction f est continue en 0. On a done ici un exemple de fonc- 
tion qui est continue en un point et non derivable en ce point. 



Application 

Le produit de deux fonctions peut-il etre derivable en si l’une au moins des fonc- 
tions n’est pas derivable en x n ? 



Solution 

Pour prouver que la reponse est oui, il suffit de foumir un exemple, comme les fonc- 
tions /et g definies sur M par : 

1 

f(x) — x pour x / 0 et /( 0) = 1 ; g(x) — - pour x / 0 et g(0) = 1 . 

x 

Ces fonctions ne sont pas continues en 0, done non derivables en 0. Leur produit est la 
fonction constante egale a 1, done derivable en 0 et aussi sur R. 
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Application 



Soit /„ la fonction definie sur M par f n (x) = e X x" ou n e I I. 
Pour tout k e N, montrez que la derivee &-ieme de /„ s'ecrit : 

f^(x) = P k (x)e~ x 

ou P k est une fonction polynome a expliciter. 

Si k ^ n, calculez P/.(0). 



Solution 

/„ est le produit de deux fonctions indefiniment derivables sur K. Elle est done indefi- 
niment derivable. Sa derivee £-ieme s'obtient a l'aide de la formule de Leibniz : 

fT(x) = (*) (x n ) (i) (e- x ) (k - l) = ( k ) (^") ( ° e "* • 

i=o V 1 / 1=0 V * / 

r k 

si k^n ti k \x)= [£(-1)* 



1=0 



( k \ Tl ' 

x n ~' 



Si k > n 



i=0 S 



1 J (n — i)l 
i ( k\ n\ 



(n - i)\ 



= 0 pour i > n. 



On obtient done bien la forme annoncee, avec : 

} ) (n — i)\ 
k-t ( k\ n\ 

i = 0 



Pk(x) =^(-i) 

1=0 

P k (x) = £(- !)*"'(* 



- — x" ‘ pour k ^ n 



(n - i)\ 



- — x n 1 pour k > n. 



Si k < n , pour tout i de 0 a k, on a n — i Js 1 . Par consequent, Pk (0) = 0 . 
Si k = n , on peut ecrire : 



n— 1 



P n (x) = n\ + J2(- l)" _i ■ 



/= 0 



n\ n\ 



i J (n — i ) ! 



et on en deduit que P„ (0) = n ! . 
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Application 






Un tracteur partant d'un point A situe sur une 
route rectiligne doit atteindre un point B situe 
dans un champ. On connait les distances AC — l 
et CB = d. 

On sait que le tracteur va deux fois moins vite 
dans le champ que sur la route. 

II quitte la route en un point D de [AC] a preci- 
ser. Les trajets successifs de A a D et de D a B 
sont supposes rectilignes. 

Determinez le point D pour que le temps total 
soit minimal. Discutez suivant / et d. 




Figure 5.1 



Solution 

Soit DC = x avec 0 ^ x ^ /. On a alors AD — l — x et DB = V x 2 + d 2 . 

Si v designe la vitesse du tracteur dans le champ, sa vitesse sur la route est 2v ; et le 
temps total mis par le tracteur pour atteindre B est : 

/ — X y/x 2 + d 2 

t(x) = — 1 

2v v 

On cherche l'abscisse xo du minimum de la fonction t sur [0,1] . On a : 

. 1 r 
t (x) = — — + 



2v Vy/x 2 + d 2 

puis : t'{x) ^ 0 2x ^ ~Jx 2 + d 2 x ^ — — • 

v 3 

•Si d > yf% l, alors l'{x) < 0 sur [0, /] . La fonction t est strictement decroissante sur 
[0,/] et atteint son minimum en xo = /, c'est-a-dire que le tracteur quitte la route 
en A. 

• Si 0 ^ d ^ y/3 1 , alors : 

d d 

r (x) < 0 pour 0 < x < —= et r (x) > 0 pour < x < l. 

V3 V3 



La fonction t passe done par un minimum en xo = —= ■ 

V3 
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Complements 
sur les fonctions 
derivables 



I Theoreme de Rolle 

et des accroissements finis 



Theoreme de Rolle 

Soit / une fonction continue sur [a,b], derivable sur ]a,b[, et telle que 



Alors il existe au moins un point c G]a,b[ tel que/'(c) = 0. 

Autre eitonce 

Si/est derivable sur un intervalle I, entre deux valeurs de I qui annulent/, il exis- 
te au moins une valeur de I qui annule/'. 

Egalite des accroissements finis 

Soit /une fonction continue sur [a,b], derivable sur ]a,b[. Alors il existe au moins 
un point c e]a,Z?[ tel que : 



Cette egalite et le theoreme de Rolle, valables pour les fonctions de R dans R, ne se 
generalised pas au cas des fonctions de R dans R" avec n ^ 2. 

• Inegalite des accroissements finis 

Soit/une fonction continue sur [a,b\, derivable sur ]a.b[. 

Si m ^ /' ^ M, alors : 

m [b — a) ^ f(b ) — f(a) ^ M (b — a) . 

En particulier, si |/'| / M, alors | f(b) — f(a)\ < M(b — a). 

• Limite de la derivee 

Si/est continue sur [a,b], derivable sur ]a,b[, et si/' a une limite finie / en a, alors 
/e st derivable a droite en a etfj(a) = /. 
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< 5 * 

Attention, il s'agit d'une condition suffisante de derivabilite, mais elle n'est pas neces- 
saire. II peut arriver que f d (a) existe sans que f' ait une limite en a. 



II Convexite 

Partie convexe, fonction convexe 

Une partie du plan est dite convexe si, des qu'elle contient deux points A et B, elle 
contient tout le segment [ AB ]. 

Une fonction/, definie sur un intervalle I, est convexe sur I si la partie du plan 
situee au-dessus de la courbe est convexe ; c’est-a-dire si tout arc de sa courbe 
representative est situe au-dessous de la corde correspondante. 

Cette definition se traduit par : 

Vxi e / Vx 2 e I Vfe[0,l], f[txi + (1 - t)xf\ < f/(xi) + (1 - t) f{xf). 

Si —/est convexe, /est dite concave. 

Inegalite de convexite 

/etant convexe sur un intervalle /, si X| . . . . ,x„ appartiennent a /, si Ai , . . . ,A„ sont 

n 

des reels positifs tels que A, = 1 , alors : 

i=i 

/( t>*,) < a,/(x,) 

A i=l / i=l 

Propriete des secantes 

Soit/une fonction convexe sur /, et xq un point fixe dans I. Notons M (x. f (x)) et 

Mo(xo,/(xo)j des points du graphe de/. 

La fonction ip definie sur I par : 

. , ....... fix) - f(x 0 ) 

<p(x) — pente (MqM) — 

x — Xq 

est croissante. 

Fonctions convexes derivables 

Soit/une fonction derivable sur I. La fonction /est convexe sur I si, et seulement si, 
f est croissante. 

Si /est deux fois derivable sur /, cela correspond a /" positive sur I. 

Le graphe de toute fonction convexe derivable est au-dessus de chacune de ses tan- 
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Application 

a i fly; 

Soit ao,ai,. . . ,a n des reels tels que ao H h ■ • ■ H = 0. 

2 n + 1 

Considerons la fonction /definie sur R par f(x) — do + ii\x + ■ ■ ■ + a„x" . 

Montrez que l'equation f (x) — 0 a, au moins, une solution dans ] 0,1[. 

Solution 

Considerons la fonction g definie sur R par : 

g(x) = a 0 x + ^-x 2 H h x n+1 - 

2 n + 1 

C'est une fonction continue sur [0,1]. derivable sur ]0, 1 [, et telle que g(0) = g( 1) = 0. 
D'apres le theoreme de Rolle, il existe done au moins un reel c e]0. 1 [ tel que 
g'(c) = 0 = /(c). 



Application 



Prouvez que : 



Vn e N* 



1 + < e < I 1 + 



n + 1 



Solution 

La fonction In etant strictement croissante, il est equivalent de demontrer : 
nln( 1 + — )<!<(«+ l)ln( 1 + - 



V n 



soit 



n + 1 



< In I l + -\ < -■ 



L'egalite des accroissements finis, appliquee a la fonction x ln(l + x) entre 0 et - 

n 



montre qu'il existe c e]0, - [ tel que 
n 



n 



In I 1 H — 1 — lnl = — - 



1 1 



n 1 + c 



11 11 1 

Comme r < < - on obtient les inegalites annoncees. 

n j 1 n 1 + c n 

n 
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Application 



Soit/la fonction definie par : 



f(x) = x 2 cos | ) pour x ^ 0 ; /( 0) = 0. 

Montrez que/est derivable en 0, et que, pourtant, la limite lim f'(x') n'existe pas. 

*—>•0 

Solution 

, f(x ) - f (0) / 1 \ 

On a/ (0) = lim ; = lim xcos ( — 1=0 

x->0 X JC— >0 \X ) 

I 1 I 

car 0 ^ \x cos— ^ x permet d'appliquer le theoreme d'encadrement. 

x 

Si x ^ 0,/est derivable en x, et on a : 



/'(x) = 2xcos( — ) + sin ( — 

\xj \x 

/ 1 \ 1 

Quand x tend vers 0, 2xcos — 1 tend vers 0, et sin — n'a pas de limite (c/. fiche 3) ; 

\x/ x 

done f(x) n'a pas de limite quand x tend vers 0. 

Application 



Demontrez l'encadrement : 
Vx e 



7T 

0 ,- 

2 



— x ^ sin x ^ x. 

7 T 



Solution 



La fonction sin x est concave dans l'intervalle 



7T 

°’ 2 



. Son graphe est au dessous de sa 



tangente a l'origine, d’equation y = x, et au dessus de la secante joignant les points 

(n \ 2 

(0,0) et — ,1 1, d'equation y — — x. 

\2 / 7T 

L'encadrement annonce en resulte. 



© 
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7 



Logarithmes 
et exponentielles 



I Fonction logarithme neperien 

Definition et graphe 



Elle est definie pour x > 0 par : 

[ In 1 = 0 ; 

I Vx > 0 (lnx)' = — ■ 

l x 

Elle est strictement croissante. 

lim In x = — oo; lim In x = +oo. 

*->0+ x^+oo 

L'unique solution de l'equation In x = 
notee e (e ^ 2,718). 




Proprietes algebriques 

Va >0 Vb >0 Vr e Q 

In ( ab ) = In a + In b ; In (a r ) = r\n a 

Convexite 




= In a — ln£> . 



La fonction In est concave sur ]0,+oo[, ce qui entraine : 

Vx > — 1 In (1 + x) ^ x . 

La derivee en x = 1 etant egale a 1, on a aussi : In (1 + x) ~ x. 



II Fonction exponentielle 

• Definition et graphe 

C'est la fonction reciproque de la fonction In. Elle est definie 
sur R, a valeurs dans ]0,+oo[, strictement croissante. 

Elle est notee exp, ou x e A . 

Vx el (e*y = e x ; lim e A = 0 ; lim e A = +oo . 

x— > — oo x — -|-oo 
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Proprietes algebriques 

Va e R Vb e R Vr e Q 

e a+h _ e a x e & e ra _ / g ay Q -a _ _ 

e fl 

Convexite 

La fonction i-> e ' est convexe sur R, ce qui entrame : 

Vi eR 1 + x < e x . 

La derivee eni = 0 etant egale a 1, on a aussi : e x — 1 



e a ~ b 



o 



x. 






III Logarithme et exponentielle de base a 

Logarithme de base a 

La fonction logarithme de base a (a > 0 ; a ^ 1 ), est la fonction definie par : 

In x 

Wx>0 log fl (*)=- 

In a 

, 1 1 

Sa derivee est : (log ir) = x — • 

In a x 

Ses proprietes algebriques sont les memes que celles de la fonction In. 

Si a — 10, log,, est le logarithme decimal. On le note log. 

Exponentielle de base a 

La fonction exponentielle de base a {a >0), est la fonction definie par : 

Vx e R exp a (x) = a x = e tln °. 

Pour a ^ 1 , c'est la fonction reciproque de la fonction log n . 

y — a x In y = x In a x = log„ (y) . 

Sa derivee est : (a x )' = In a x a x . 



Remarquez bien qu'ici, la variable est en exposant. 

Ses proprietes algebriques sont les memes que celles de la fonction exp. 

IV Fonctions puissances et comparaisons 

Fonctions puissances 

La fonction x k> x r , pour x > 0 et r e Q, est deja connue. 
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On la generalise, pour x > 0 et a e R, en posant : 



qQ In jc 



Les proprietes connues pour les exposants rationnels sont prolongees ; en particu- 
lier (x a y = ax“-'. 



Remarquez bien qu'ici I'exposant est constant. 

Pour a < 0, la fonction x x a est strictement decroissante de +oo a 0. 

Pour a > 0, la fonction x m- x a est strictement croissante de 0 a +oo . Dans ce cas, 
on peut prolonger la fonction par continuite en 0. La fonction prolongee est deri- 
vable en 0, si a > 1 . 

Comparaison des fonctions logarithmes et puissances 

Pour b > 0, on a : 




lim x b In x — 0 . 



Comparaison des fonctions puissances et exponentielles 



Pour a > 1 et b quelconque, on a : 



lim — - = +oo . 

x^+oo x b 



Comparaison des fonctions logarithmes et exponentielles 

Pour a > 1 , on a : 




x^+oo a 



rX 
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Application 

Resolvez dans R l'equation (E) : 

2 lx -' + 3 X +4 1+ 2 -92 +1 = 0. 






Solution 

L’equation (E) est definie pour tout x e R. En regroupant les termes du type 2" et les 
termes du type ?> h , on on obtient : 

(E) 2 2v (2“ 1 + 2) = 3 A (3 2 - 1) 

L'equation (E) a done une seule solution dans R : x — ~ 4.04. 

In 4 — In 3 




Application 

Resolvez dans R l'inequation (I) : 

e 2x - e t+2 - e 2 ~ x + 1 < 0 . 



Solution 

L'inequation (I) est definie pour tout x e 1. En posant X = e A , elle s'ecrit : 

X 2 — e 2 X — e 2 — + 1 <0. 

X 

Comme X > 0, elle est equivalente a : 

X 3 - e 2 X 2 + X - e 2 < 0 soit : (X - e 2 )(X 2 + 1) < 0 . 

Comme on a toujours X 2 + 1 >0, l'inequation (I) est equivalente a : 

e x < e 2 x <2. 



© 



FICHE 7 - Logarithmes et exponentielles 39 



Calculez lim 

A— >+00 



In (1 + x) 
In x 



Application 

Ain a 



Solution 



Posons f(x) = 



In (1 + x) 

In x 



a In a 



La fonction/est definie, et strictement positive, pour x > 1 . On peut done considerer 

On (1 + x ) ' 



In f(x) = x In x In 
Au voisinage de +oo, on a : 



In (1 + x) 



In x + In I 1 H — 



In x 



In x 



In x 



= 1 + In [ 1 

In x 



Comme lim 



1 



x^+oo In x 



1 



In 1 + - = lim 



1 



x^+oo x In x 



= 0 , on en deduit : 



In 



In (1 + x) 
In x 



+°° In x 



In 



1 + - 
x 



+oo x In x 



puis 



+oo 



Done lim In f(x) — 1 et, par consequent, grace a la continuite de la fonction expo 

A — >-+00 

nentielle : lim fix) — e . 

A — > -(-OO 
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Application 



En introduisant la fonction /„ definie par f„(x) = kx , 



k = 0 



\ k 



E /V 



k= 1 



Solution 



L'expression e kx est une somme de n + 1 termes d’une suite geometrique de rai- 



k=0 

son e _x . En supposant x ^ 0, on a done : 

” 1 _ p -(n+l)* 

/■<*> = 

k=Q 1 C 

En derivant, par rapport a x, le premier membre, on obtient : 

n 

f' n {x) = — ^ ke~ kx ce qui montre que u n — —f',( 1) . 
k= 1 

En derivant, par rapport a x, le second membre de l’egalite, on obtient : 
(ft + l)e- ( "+ 1)x (l - e~ x ) - (1 - e _(n+1>x ) e~ x 



/»(*) = 
Par consequent, 



lim = lim 

tt— >-+00 fl — >--(-00 



(1 -e- x ) 2 

-(n + l)e- (n+1) (l - e” 1 ) + (1 - e- (,!+1) )e- 1 

(1 -e" 1 ) 2 



En utilisant le theoreme sur la croissance comparee des fonctions puissances et expo- 
nentielles, on en deduit : 



lim Un = 7i = 7 pry ^ °> 92 ■ 

n->+oo (1 — e *)- (e — l) 2 



© 
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Fonctions circulaires 
et red pnoq ues 



I Fonctions circulaires 

Fonctions sinus et cosinus 

Elies sont definies dans M et a valeurs dans [—1,1]. Elies sont 27r-periodiques. 
La fonction sin est impaire ; la fonction cos est paire. 

Derivees : Vx e R (sin x)' = cos x ; (cos x)' = —sin x. 



Fonctions tangente et cotangente 

sin x cos x 

Elle sont definies par : tan x — et cot x — (quand les denominateurs 

cos x sin x 

ne sont pas nuls). 

Elies sont impaires et 7r-periodiques. 

, , 1 , 1 

Derivees : (tan x ) — 1 + tan x = — ; (cot x) = — ■ 

cos 2 x sin x 



II Fonctions circulaires reciproques 



Fonction arc sinus 



C'est la reciproque de la restriction a 



7T 7 r 

2 ’ 2 



de la fonction sinus. 



La fonction arcsin est impaire. 

Derivee : Vx e] — 1 , 1 [ (arcsin x)' 




1 
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cP 



Fonction arc cosinus 

C'est la reciproque de la restriction a [0,7r] de la fonction cosinus. 
Derivee : Vx e] — 1, 1 [ (arccosx)' = 





Fonction arc tangente 

C'est la reciproque de la restriction a 
La fonction arctan est impaire. 



7 r 7T 

2 ’ 2 



de la fonction tangente. 





Proprietes 

Vx e [-1,1] 



arcsin x + arccos x — 

2 



( 1 \ 7T 7T 

— 1 = six<0; /(x) = — si x > 0. 

x ) 2 2 

Vx e [—1,1] arccosx + arccos(— x) = 7r. 
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Application 

Determinez les valeurs exactes des eventuelles racines de l'equation : 

7 r 

arctan 2x + arctan x = —■ 

4 



Solution 



Etudions d'abord l'existence des racines de l'equation. Pour ceci, considerons la fonc- 
tion/definie sur R. par 

f(x) — arctan 2x + arctan x. 



Elle est continue, strictement croissante de —it a 7r lorsque x varie de — oo a +oo . 
Toute equation du typ e/(x) = c avec c e ] — tt.tt [ admet done une solution unique, 

7T 

ce qui est le cas pour c = 

Comme/(0) = 0, on sait aussi que la racine est positive d'apres le sens de variation 
de/. 



Si x est la solution cherchee, on a 



tan [/(x)] = tan ^ = 1 . Or : 



tan [/(*)] 



2x + x 
1 — 2x 2 



3x 

1 - 2x 2 ' 



x est done solution de l'equation 2x 2 + 3x — 1 = 0. 
Cette equation a deux racines : 



Xl 



-3 + yi7 



0,28 et X 2 = 



-3 - Vl7 



-1,78. 



Comme X 2 ne convient pas, la racine est done xi. 



Application 

Determinez les valeurs exactes des eventuelles racines des equations : 

4 5 

arcsin — \- arcsin — = arcsin x 

5 13 

1 1 

arccos - + arccos - = arccos x 

1 1 

arccos — \- arccos - = arcsin x 
3 4 



(1). 

( 2 ). 

(3). 
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cP 



Solution 



• La fonction arcsin, de [— 1 , 1 ] dans 



4 5 

Comme arcsin - + arcsin — ^ 1,32 e 
et une seule. 

1 1 

Comme arccos — f- arccos - ~ 2,55 4 
3 4 



7 T 7T 
2 ’ 2 
7T 7T 
~~ 2 ’ 2 



, est continue et strictement croissante. 
l'equation (1) admet une solution. 



7T 7T 
2 ’ 2 



, l’equation (3) n'a pas de solution. 



La fonction arccos, de [— 1,1 ] dans [0,7r], est continue et strictement croissante. 

1 1 

Comme arccos - + arccos - ~ 2,55 e [0,7r], l’equation (2) admet une solution, et 
une seule. 

• L'equation (1) implique : 



sin 



4 5 ' 
arcsin — f- arcsin — 

5 13 



= sin (arcsin x) = x. 



On developpe le premier membre, en sachant que : 

sin (arccos 9) = sin 2 (arccos 9) = -y/l — cos 2 (arccos 9) — V 1 — 9 2 , 
et on obtient ainsi : 



x = lxJi-fAy + /i_fiy x A = l x H + !x A = 

5 V V 13 y V V 5 / 13 5 13 5 13 65 



* L'equation (2) implique : 

1 r 

cos — |- arccos - = cos (arccos x) = x . 
3 4_ 

On developpe le premier membre, ce qui donne : 



cos 



1 1 

X = - X - 

3 4 



0 



L x./i 



1 

12 



8 15 1 - 2V30 

9 X 16 _ 12 



Maple trouve une solution dans les trois cas, alors que l’equation (3) n’a pas de solution 
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I Fonctions 



Fonctions 
hyperboliques 
et reciproques 

hyperboliques 



Definitions 



e A + e A 

Vx e R ch x — ; sh x — 



ch est paire ; sh et th sont impaires. 

Proprietes algebriques 



— e * sh x 

— ;,hx= ci rt 



ch x + sh x — e A ; ch^x — sh _ x =1 ; 1 — th 2 x = 



ch - x 



Derivees 



Vx eK (ch x)' = sh x ; (sh x)' = ch x ; (th x)' = — = 1 — th"x. 



ch"x 



Graphes 



Le graphe de ch est situe au-dessus de celui de sh. 

Le graphe de th est situe entre les deux asymptotes y = — lety = l: 
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^9 



II Fonctions hyperboliques 
reciproques 

Fonction argument sinus hyperbolique 

C'est la fonction reciproque de la fonction sh. La fonction argsh est impaire. 

Vx e M (argsh x)' — ■ 

Vx 2 + 1 

Fonction argument cosinus hyperbolique 

C'est la fonction reciproque de la restriction a [0,+oo[ de la fonction ch. 

Vx e]l,+oo[ (argchx)' = ■ 

Vx 2 — 1 

Argument tangente hyperbolique 

C'est la fonction reciproque de la fonction th. La fonction argth est impaire. 
Vx e ] — 1, 1 [ (argthx)' = T - i —, r 

Expressions logarithmiques 

Vx e M 
Vx e [l,+oo[ 

Vx e] - 1,1[ 



argsh x = In (x + > J x 1 + 1). 
argch x = In (x + Vx 2 — 1). 



1 /1+x 

argthx = -In 

2 V 1 — x 



© 
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Soit 9 e 



Application 

et n e N ; montrez que : 



J2ch(k6) = 



k = 0 



c "(yH 1,1 v 1 " 
2 *>] 2 



s = J2 ch ( kd ) = 



Solution 

n s kS + g-M j 



k = 0 



k = 0 



!>“+!> 



*=0 



—k6 



k = 0 



On a la somme de deux progressions geometriques de raisons c" et e~ fl 
1 car 9 ^ 0. 

D'ou : 



1 

S = - 
2 



1 _ g(«+l)9 \ _ g-(H+l)0' 

+ 



1 — e 0 

Jn+ l)f 



1 — e 



e -(„+i)| _ e <«+Dl e 

x ~E 1 + " 

e 2 - e 2 



6 

e2 



-("+ 1)| g(«+l)f 



e 2 



e2 



g.|x 4; i ;l) +e-.f x 4 +1) f) ' 

sh (f) 



sh (?) 



sh((n + l)§) e"2+ e -"2 sh((n + l)f) f 0" 

sh (f) x 2 " sh (f) ' V% 



differentes de 



-("+!) f 



6> 

2 
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Application 

Simplifiez l'ecriture des expressions : 



/ 1 + chx , T x 2 — 1 

fix) = argch / ; g(x) = argsh(2xVl + x 2 ) ; h(x) = argth 

V 2 x 2 + 1 



'/ 



Solution 



• On a 



1 + chx 



I 7 X X 

ch“— = ch— car ch u > 0 pour tout u. 
2 2 F 



2 



En revenant a la definition, vous pouvez verifier que : 1 + ch(2a) = 2ch 2 (a). 



En revenant a la definition, vous pouvez verifier que : sh(2a) = 2sh ach a. 



D’ou : g(x) — 2t = 2 argshx. 

x 2 — 1 

• li(x) existe si, et seulement si : — 1 < — < 1 . 

x 2 + 1 

En multipliant par x 2 + 1 >0, ces inegalites sont equivalentes a : 
—x 2 — 1 < x 2 — 1 et x 2 — 1 < x 2 + 1 , 

c’est-a-dire a x 0. 

En utilisant l’ecriture logarithmique de argth, on a : 



\x\ 

Done fix) = — ■ 



• Posons t = argsh x, d’ou x = sh t . On a alors : 



2xV 1 + x 2 = 2sh t ch t — sh 2 1 . 



1 1 , 

nix) = -In 5 = -ln(x ) = In |x| . 

2 x —l 2 




V x 2 + 1 / 
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Suites numeriques 



I Generalites 



Une suite numerique est une application de N dans R. 

Suite bornee 

Une suite ( u n ) est majoree s'il existe un reel A tel que, pour tout n, u n A . On dit 
que A est un majorant de la suite. 

Une suite (n„) est minoree s'il existe un reel B tel que, pour tout n, B ^ u n . On dit 
que B est un minorant de la suite. 

Une suite est dite bornee si elle est a la fois majoree et minoree, c'est-a-dire s'il 
existe M tel que \u„ ^ M pour tout n. 

Suite convergente 

La suite ( u n ) est convergente vers / e R si : 



Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. 

Lorsqu’elle existe, la limite d’une suite est unique. 

La suppression d’un nombre fini de termes ne modifie pas la nature de la suite, ni sa 
limite eventuelle. 

Toute suite convergente est bornee. Une suite non bornee ne peut done pas etre 
convergente. 

Limites infinies 

On dit que la suite (u„) diverge 

vers +oo si : VA >0 3«o e N 'in ^ «o w„ ^ A 

vers — oo si : VA >0 3 no e N Vn ^ n o u„ ^ — A . 

Limites connues 

Pour k > 1 , a > 0, /3 > 0 



Ve > 0 3no € N Vn ^ «o \u„ — /| < e. 



lim — 

n— >+oo n | 



n' 

= 0 ; lim - 



«— >-+oo 
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II Operations sur les suites 

• Operations algebriques 

Si (m„) et ( v „ ) convergent vers / et et alors les suites ( u n + v„), (A u n ) et (m„ v n ) 

convergent respectivement vers / + /', / / et / /'. 

( u n \ / 

— ) converge vers — ■ 

Vn ) l 

Si (u n ) tend vers 0 et si ( v „ ) est bornee, alors la suite (u„ v„) tend vers 0. 

• Relation d'ordre 

Si («„) et ( v „ ) sont des suites convergentes telles que Ton ait u n ^ v n pour n ^ hq, 
alors on a : lim u„ ^ lim v„ . 

n — >--(-oo n — >--)-oo 

Attention, pas de theoreme analogue pour les inegalites strictes. 

• Theoreme d'encadrement 

Si, a partir d'un certain rang, u„ ^ x„ ^ v n et si ( u „ ) et (v„) convergent vers la 
me me limite /, alors la suite (x„ ) est convergente vers 1. 

Ill Suites monotones 

• Definitions 

La suite ( u „ ) est croissante si u n+ 1 ^ u„ pour tout n ; 

decroissante si n„+i ^ u n pour tout n ; 
stationnaire si u n+ \ — u n pour tout n. 

• Convergence 

Toute suite de reels croissante et majoree est convergente. 

Toute suite de reels decroissante et minoree est convergente. 

Si une suite est croissante et non majoree, elle diverge vers +oo . 

• Suites adjacentes 

Les suites ( u n ) et ( v „ ) sont adjacentes si : 

(m„) est croissante ; ( v „ ) est decroissante ; lim ( v„ — u n ) — 0. 

n— >+oo 

Si deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la meme limite. 

Si (u„) croissante, (v n ) decroissante et u n < v n pour tout n, alors elles convergent vers 
h et k- 11 teste a montrer que /i = / 2 pour qu'elles soient adjacentes. 
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IV Suites extraites 

Definition et proprietes 

- La suite ( v n ) est dite extraite de la suite («„) s'il existe une application p de N 
dans N, strictement croissante, telle que v„ — u v („). 

On dit aussi que ( v„ ) est une sous-suite de iu„). 

- Si (n„) converge vers /, toute sous-suite converge aussi vers l. 



Si une suite extraite de (u„) diverge, ou si deux suites extraites ont des limites differentes, 
alors (u n ) diverge. 

Si des suites extraites de (u„) convergent toutes vers la meme limite /, on peut conclure 
que (u n ) converge vers / si tout u n est un terme d'une des suites extraites etudiees. 

Par exemple, si (u 2n ) et (u 2n+ i) convergent vers /, alors (u n ) converge vers /. 



Theoreme de Bolzano-Weierstrass 

De toute suite de reels bornee, on peut extraire une sous-suite convergente. 

V Suites de Cauchy 

• Definition 

Une suite (m„) est de Cauchy si, pour tout e positif, il existe un entier naturel no pour 
lequel, quels que soient les entiers p et q superieurs ou egaux a no, on ait 
I Up - u q \ < e. 



Attention, p et q ne sont pas lies. 

Propriete 

Une suite de reels, ou de complexes, converge si, et seulement si, elle est de 
Cauchy. 
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Application 

Etudiez la convergence, et la limite eventuelle, de la suite definie par : 
u n — •H/a" + b" ou a et b sont des reels donnes strictement positifs. 




Solution 



Supposons a ^ b. Dans la somme a n + b", nous allons mettre a n en facteur, qui est 
le terme dominant si a > b. 



In (u„) 



1 1 

- In (a" + b n ) = -In 
n n 





1 

= In a H — In 
n 





n- 



l 

Comme a ^ b, on a lim —In 

n->+oo n 

lim In (m„) = In a, puis lim u n — a . 

n^+oo n—>+oo 




= 0 . On en deduit : 



Application 

Soit (u„) une suite de reels qui converge vers /. Pour n ^ 1, on pose : 

u i + Ui + ■ • • ii n 

V n = 

n 

Montrez que (v n ) est convergente, et converge vers /. 



Solution 

Comme ( u „ ) converge vers l, il existe no tel que, pour tout n ^ no, on ait 

£ 

I Un -l I < -' 

Pour n ^ no, on peut ecrire v„ — l sous la forme : 

(i/i —/) + ■■■ + (n „ 0 —/) + ■•• + ( u n — l) 
v n / — ■ 



D'ori \ v n —l | < 



\u\-l\-\ + \u n 



+ 



I m h 0 +1 — / | + ' ' ' + I u n ~ 1 1 



A n — no £ A £ 
< — I < - + - 

H H 2 H 2 

ou A = |«1 — /| H 1- \u n - /|. 
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Comme lim — = 0 , il existe un entier n\ > no tel que, pour n ^ n i, on ait — < -• 

«-*■<» n n 2 

En definitive, pour e > 0 quelconque, il existe n \ tel que, pour np n i, on ait 

I V n ~l\ <£. 

La suite ( v n ) est done convergente vers /. 

Application 

Soit (n„) une suite de reels telle que les suites extraites («2«), (u2n+i) et (u 3„) soient 
convergentes. Demontrez que la suite (u n ) est convergente. 

Solution 

Notons l\, I2 et I3 les limites respectives des suites ( U2 n ), («2«+i) et (t/3„). 

Nous savons que, si une suite (v„) est convergente vers v, alors toute suite extraite de 
cette suite converge et admet v comme limite. 

La suite (u( m ) est extraite a la fois des suites (mj,, ) et (u 3,,). Elle est done convergente 
vers / ! et vers / 3 . D'apres l'unicite de la limite d'une suite convergente, on a done 

h=h- 

La suite (u^ n+ j) est extraite a la fois des suites (m2„+i) et (i<3„). Elle est done conver- 
gente vers h et vers h . D'apres l'unicite de la limite d'une suite convergente, on a done 

h — h- 

On a done /1 = I2, e'est-a-dire que les deux suites (t<2n) et (m2«+i) out la meme limite. 
Comme tout reel u n est une valeur de l’une de ces deux suites, la suite (u n ) est conver- 
gente. 
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Application 




Soit U{) et h’o deux nombres reels tels que 0 < uq < Vq. 

On definit les suites (u n ) et ( v n ) par les relations de recurrence : 

u n H 

Vw G N Mn+l — \ Mu V n , Vn + 1 = ~ r 

Demontrez que les suites (u„) et ( v n ) sont adjacentes. 



Solution 



Tout d'abord, il est facile de montrer, par recurrence, que les nombres u„ et v„ sont 
positifs. On peut done ecrire : 

u n + v n (y/uii - ^) 2 

Vn + 1 U n - 1_1 — ^ \JUnVn — ^ ^11 

ce qui montre que u n ^ v„ pour tout n. 

Pour tout entier n, on a : 

Uj 7+1 U n — It n V n If n — -\J U n V n \J U n ) ^ 0 , 



La suite («„) est done croissante. 
Pour tout entier n, on a : 



Un T Vn U n V n 

Vn+l V n — — V n — ~ ^ 0 . 

La suite ( v „ ) est done decroissante. 

De ce qui precede, il resulte que : 

- la suite (m„), croissante et majoree par Vo, converge vers l\ ; 

- la suite ( v „ ), decroissante et minoree par uq, converge vers / 2 . 



La suite 



Uf 7 T v n 



l\ I2 

converge done vers alors que la suite (u„ + i) converge 



l\ -p I2 

vers 12- Par consequent L = soit l\ = 1 2 , ce qui assure que les suites (w„) et 



( v n ) sont adjacentes. 
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11 Suites particulieres 



I Suites arithmetiques 
et geometriques 



Suites arithmetiques 

Une suite (u n ) est arithmetique de raison r si : 



Vn e N u „+ 1 = u„ + r 



Terme general : u„ = uq + nr . 
Somme des n premiers termes : 



n— 1 



E mo + u n -\ n(n — 1) 

Uk = n = nu o + r 



k=o 



Suites geometriques 

Une suite (m„) est geometrique de raison q ^ 0 si : 
Vn e N u n + 1 = q Un- 
Terme general : u n — uoq" . 



Somme des n premiers termes : 



n - 1 



Y,u k 

k = 0 



— Uq 



1 -q n 
1 -q 



— n u o 



si <7^1 
si <7 = 1. 



II Suites recurrentes 

Suites recurrentes lineaires d'ordre 2 

- Une telle suite est determinee par une relation du type : 

( 1 ) Vh e N au n+ 2 + bu „ + 1 + cu n — 0 avec a =/= 0 et c ^ 0 
et la connaissance des deux premiers termes uq et u\. 

L' ensemble des suites reelles qui verifient la relation ( 1 ) est un espace vectoriel 
de dimension 2. 

On en cherche une base par la resolution de l’equation caracteristique : 
ar 2 + br+c = 0 (£). 

- Cas a, b, c complexes 

Si A ^ 0 , (E) a deux racines distinctes r\ et r^. Toute suite veritiant ( I ) est alors 
du type : 
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u n = K ] r" + K 2 r'{ 



ou K\ et K 2 sont des constantes que Ton exprime ensuite en fonction de uq et u \ . 



Si A = 0, (£) a une racine double ro = Toute suite verifiant (1) est alors du 

2 a 

type: 

u n = (K\ + K 2 n)r’' 



- Cas a, b, c reels 

Si A > 0 ou A = 0, la forme des solutions n'est pas modifiee. 

Si A < 0, ( E ) a deux racines complexes conjuguees r\ — a + i/3 et r 2 — a — i/3 
que Ton ecrit sous forme trigonometrique r\ — p e 10 et r 2 — p e~ 10 . 

Toute suite verifiant (1) est alors du type : 

u n — p n {K\ cos nd + K 2 sin n6) . 



Suites recurrentes u n+ \ = f(u„) 

- Pour etudier une telle suite, on determine d'abord un intervalle I contenant toutes 
les valeurs de la suite. 

- Limite eventuelle 

Si (u n ) converge vers / et si/est continue en l, alors /'(/ ) = /. 

- Cas / croissante 

Si/est croissante sur I, alors la suite (u„) est monotone. 

La comparaison de uq et de u ] permet de savoir si elle est croissante ou decrois- 
sante. 

- Cas/decroissante 

Si/est decroissante sur I, alors les suites (u 2n ) et (u 2n +\ ) sont monotones et de 
sens contraire. 



Cherchez a etudier si elles sont adjacentes ou non. 
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Application 

Soit (m„) la suite de reels definie par 

Vn e N u „ + 2 = u n+ i + u n et uq = u\ — 1. 
Calculez u„, puis lim u„. 

«— >■+ OO 

Solution 



II s'agit d’une suite recurrente lineaire d'ordre 2, a coefficients constants. 

L’ equation caracteristique r 2 — r — 1 = 0 a deux racines reelles distinctes 

1- V5 1 + V5 

r i = et ri = 

2 2 

Toute suite (u„ ) verifiant la relation de recurrence 

Vn e N u n+ 2 — u n+ 1 — u n = 0 

est done de la forme u„ — K x r" + K n r£. 

Les conditions initiales permettent de calculer K\ et Ki : 



«o = 1 = K\ + K 2 
u\ = 1 = K x r\ + K 2 r 2 



K 1 = 



1 -r, 5 + V5 



^2 = 



- O 
b2 ~ 1 
ri - r 1 



10 

5 - V5 

10 



La suite («„) est done definie par : 

5 + V5/1-V5Y 5-V5/1 + V5 Y 



Cornme 



Vn e N 
1 - V 5 



10 



— 0,6| < 1, on a lim 

n—>+oo 



1 - V5 

Comme 1,6 > 1 , on a lim 

2 n—>+oo 

On obtient done lim u„ = +00 . 

n— >+00 



+ 



i-V5\" 
2 

1 + -y/5 



10 

= 0 . 
= + 00 . 
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Application 

Determinez la suite (u n ) de reels definie par la relation de recurrence : 
Vn e N u n+ 2 + u n+ 1 + u n — 0 (1) 

et les conditions initiales : uq = 1 et u\ = 0,5. 



Solution 



11 s'agit d’une suite definie par une relation de recurrence lineaire du second ordre. 
L’equation caracteristique : 



a pour solutions : 



1 . V3 



r 2 + r + 1 = 0 



27T 



27T 



r i = f- i — = 1 cos h i sin — ) ; p 2 = n . 



27T 



Toute suite verifiant la condition (1) est done du type : 



27T 



u n = K\ cos In — ) + K 2 sin In — , 



K 1 et Kn etant des constantes a determiner par les conditions initiales. Ici : 
llQ = 1 = K\ 



u 1 = 0,5 = K\ cos 



27T 

y 



Kn sin 



1 , 

— — K\ — K~> 

2 2 



d'ou : K\ = 1 et K 2 — 



2V3 



■ On obtient done la suite solution : 



Vn e N u„ = cos In — J + 



2tt\ 2^3 



2ir 
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Application 

Etudiez la convergence de la suite definie par uq — 0,5 et la relation de recurrence : 
V/i el u n+ i = u 2 + 0,1875. 

Solution 

II s'agit d'une suite recurrente du type m„ +1 = f(u„) avec 

fix) = x 2 +0,1875. 

Comme tous les u n sont positifs, il suffit d'etudier les variations de/sur [0,+oo[. 
Dans ce cas, on a. fix) = 2x^0, d'ou/croissante sur [0,+oo[. 




Figure 11.1 

La fonction / etant croissante, la suite (m„) est monotone. 

On a iii = 0,4375 soit u \ < uq. La suite (m„) est done decroissante. 

Comme (u n ) est minoree, par exemple par 0,1875, (m„) est convergente. 

Soit / sa limite. La fonction / etant continue, / verifie l'equation : 

/ = /(/) l 2 - l + 0, 1875 = 0 / = 0,25 ou / = 0,75 . 

La suite (m„) est decroissante a partir de u o = 0,5. II est done impossible que la limite 
soit 0,75. 

Done / = 0,25. 
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Application 

Etudiez la convergence de la suite definie par uq = 0 et la relation de recurrence : 

Vn e N u n+ 1 = — p 

1 + u„ 




Solution 



• II s'agit d’une suite recurrente du type u n+ 1 = f(u n ) avec/(x) = 

1 + x 

A partir de uq = 0, on verifie aisement par recurrence que : 

Vn e N 0 ^ u n ^ 1 

II suffit done d'etudier les variations de/sur [0,1]. 

On a toujours f'(x) — < 0. La fonction/est done decroissante sur [0,1], 

(1 +x)~ 

Dans ce cas, on considere les deux suites extraites (u 2 „) et (m 2 «+i) qui sont monotones 
et de sens contraire car/ decroissante entraine / o /croissante. 

• On a uq = 0, «i = 1 et «2 = 0,5. La suite (« 2 «) est done croissante et (u 2 n+i) 
decroissante. 

(u 2 n) etant majoree par 1 converge vers l\. 

(“ 2 «+i) etant minoree par 0 converge vers h- 

• Comme « 2 (n+i) — (f ° f)(M 2 n) et/ o /continue, l\ verifie : 



/l = (/o /)(« = 



1+^1 
2 + 1 \ 



li+h- 1=0 



— 1 + V5 — 1 — a/5 

/, = 2^ » 0,62 ou /, = — 



-1,62. 



Comme on a /i / 0, on en deduit que / 1 = 



-1 + -s/5 



• Pour la suite (ii 2 n+i ) on passe aussi d’un terme au suivant en appliquant/ o /. La 
limite I 2 verifie aussi l 2 — (f o f)(h) avec l 2 ^ 0, ce qui donne l 2 — l\. 

• Les deux suites extraites (u 2n ) et (u 2n+ i) etant convergentes avec la meme limite, la 
suite (u n ) est convergente et a pour limite : 

7= ~ 1 + ^. 
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Integrates definies 



I Integrale d’une fonction 
en escalier 



Subdivision 

On appelle subdivision a de [ a,b ], la donnee d'un nombre fini de points xo ... . ,x n 
tels que xo = a, x n — b, et xo < x\ < ■ ■ • < x„_i < x„. 

On note S l'ensemble de toutes les subdivisions de [a.b], 

Le pas d'une subdivision (x,)() fil < n est le nombre : 



Fonction en escalier 

Une fonction/, definie sur [a.b] , est une fonction en escalier sur [a.b] s'il existe 
a e S telle que / soit constante, et egale a sur chaque intervalle ouvert ]x; ,x !+ i [ . 

Integrale d'une fonction en escalier 

On appelle integrale de la fonction en escalier/, le nombre : 



Remarquez que le nombre 1(f) est en fait une somme d'aires de rectangles et qu'il ne 
depend pas de la valeur de f aux points x ,■ de la subdivision. 



II Integrale d'une fonction continue 
par morceaux 



Fonction continue par morceaux 

Une fonction / definie sur [a,b], est continue par morceaux sur [a.b] s'il existe 
a e S telle que : 

- /est continue sur chaque intervalle ouvert ]x,-,x, + i[ ; 

- / admet en tout point de la subdivision une limite a gauche et une limite a droite 
finies. 



max (Xi+i-Xi). 
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Approximation par une fonction en escalier 




Soit/continue par morceaux sur [a,b]. 

Pour tout reel e > 0, il existe tp et 'tp, fonctions en escalier sur [a,b], telles que : 



tp ^ ^ — tp ^ e. 



Integrale d'une fonction continue par morceaux 

Soit/continue par morceaux sur [a,b], II existe un reel unique I tel que, pour 
toutes fonctions en escalier p t tip verifiant p ff f 'tp, on ait : 



/(¥?)</ 

Ce nombre I s'appelle l'integrale de / sur [a,b], et se note 1(f) 



, ou / 
J a 



f(x) dx . 



Ce nombre depend de/, de a, de b, mais pas de la variable d'integration, notee ici 
x, qui est une variable muette, ce qui signifie qu'on peut la noter par toute lettre non 
retenue pour un autre usage. 



Pour a < b, on pose 




f(x)dx = -[ f(x) dr. 



Interpretation geometrique 



fix) djf correspond a l'aire du domaine du 

plan situe entre le graphe de/ et l'axe des abscisses, 
comptee 

- positivement pour la partie situee au-dessus 
de l'axe des abscisses, 

- negativement pour la partie situee en dessous. 





Ill Proprietes d'une integrale 

/ et g sont des fonctions de R dans R, continues par morceaux sur les intervalles 
consideres. Les nombres A, //, a, b et c sont reels. 



Linearite 



r*b pb pb 

/ [A/ (x) + pg(x )] dx — X fix) dx + /i / g(x) dx . 

J a J a J a 



Relation de Chasles 



[ fix) dx = f f(x) dx + f f(x) dx. 
J a J a J c 
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Relation d'ordre 

r l 

-Sia<b,etsif^g sur [a,b], alors : 1 

J a 



f 



f(x) dx < / g(x) dx. 



Si/est continue et positive sur [a.b], on a : 

rb 

f(x) dx = 0 Vx e [a,b] fix) = 0. 



f 



Majoration de l'integrale 

- Valeur absolue : 

Si a < b 



pb pb 

/ fix) dx < / \fix)\dx. 
J a J a 



- Si, pour tout x e [a,b] (avec a < b), on a m ^ fix) ^ M, alors : 

i r h 

/ fix) dx < M. 

-a Ja 



m < 



Le nombre - 
i 

- Inegalite de la moyenne : 

rb 



Si a < b 
En particular : 



1 [ b 

/ fix) dr est la valeur moyenne de/sur [a.b] . 

-a J a 
re 

L 



fWgix) dx 



< sup [fix) | x / |g(x)| dr. 

xe[a,b] Ja 



f 



fix) dx 



^\b-a\ sup |/(x)| 

x€[a,b] 



Sommes de Riemann 



lim -£/(-)= f 

n ^+°° n jz o W Jo 



fix) dx 



Plus generalement, si (xo,. . . ,x„) est une subdivision de [a,b] dont le pas tend 
vers 0 quand n tend vers l'infini, et c, un point quelconque de [x,,x i+ i] (le plus 
souvent x, ou x i+ i), on a alors : 

n— 1 



n— i pD 

lim - xO fici) = / / (x ) dx . 

”^ +0 ° 7=0 Ja 
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Application 



2n—\ 



(_ i)* 

Pour n e N*, on pose u n = et on considere la fonction numerique /„ 

feo k + 1 

2 n— 1 

definie sur K par /„(x) = (— 1)* 






k=0 
r i jt 2n 

1. Determinez lim / — dx. 

K^+OO J 0 |+x 

2. Deduisez-en lim m„ . 

fl — >--(-oo 



Solution 



^ 2/7 



1. Sur [ 0,1], on a 0 ^ 



1 + x 
0 < 



+ x 

Comme lim / x 2 " dx = lim 

n^+oo I n h^+oo 2« + 1 



< x 2 ". On en deduit : 



dx < / x 2 " dx. 



/' 

5 Jo 



Z 11 x 2 " f' 

I dx < / 

Jo 1 + X Jo 



= 0 , on a : lim 

«— >-+oo 



1 ^.2« 



[ - 

Jo 1 



+ X 



dx = 0 . 



C x 1 z/7—i 

2. Comme / /„(r) dr = — l/ / t k dr = 

Jo /, = n Jo & = o 



2)i-l r:+l 

= y (— 1) - — — on observe que 



£ + 1 



- f l f 

Un — / Jn 

Jo 



(t) dr. 



D’autre part, f„ (x) est la somme des 2n premiers termes de la suite geometrique de 
premier terme 1 et de raison — x. Si x ^ — 1 , on a done : 

1 - (-x) 2 " 1 x 2 " 

/„(x) = — = 

1+X 1+X 1 +X 

Par consequent : 

r 1 l r 1 t 2n 

u„ — I dr — / dr. 

Jo 1 + t Jo 1 + t 
/•' 1 r ,, 

J yy— dr = [In (1 + r)J 0 = In 2 , et nous venons de voir que 



Vous savez deja que 

*1 t 2n 



lim 

w— >-+oo 



ft 

/ dr = 0. La suite (m„) est done convergente, et lim u n — In 2 . 

Jo 1 + t «->+o o 
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Application 



1. Montrez que la fonction/definie par/(x) = — est croissante sur [e,+oo[. 

Inx 



2 n 



k=n + 1 



^ ^ k 

2. Determinez un equivalent, quand n tend vers l'infini, de u n — 2_^ 



Solution 

1. La fonction / est definie et derivable sur ] 0, 1 [U] l,+oo[, et /'(x) — 

Sur ]e,+oo[, on a fix) > 0, et/est done croissante. 

2. Pour k ^ 3 , la monotonie de / entraine : 

Vx €[*,* + 1] /(*)</(*)</(* + 1), 



d'ou en integrant : f(k) f 



ou encore, pour k ^ 4 



l 

-L 



f(x) dx f f(k + 1) , 



fix) dx f fik) f 



pk -\- 1 

Jk 



fix) dx. 



Par addition, on en deduit pour n f 3 : 

f*2n 



r 2n x r 2n+l x 

/ : dx ^ u„ < / 

jn Inx ,/„-H Inx 



dx . 



Inx — 1 
ln 2 x 



Ne sachant pas calculer les deux integrates, soyons optimiste en esperant conclure a 
partir d'un encadrement elargi. 



Les inegalites precedentes entrainent : 

f*2n 

x dx ^ u n f 



~r 

In (2n) J„ 



1 



r\ 

J n -\- 1 



SOlt 



3n 2 



f u n f 



In in + 1) J n+ i 
3n 2 + 2 n 



x dx 



Lorsque n tend vers l'infini, on a : 
3n 2 + 2 n 



2 In (2n) 2 In (n + 1) 

3 n 2 3 n 2 



3 n 2 



et 



2 In (2n) 2(ln 2 + In n) °° 2 In n 
3n 2 + 2 n 3n 2 



2 In (n + 1 ) 2(lnn + ln(l + -)) 00 21n n 



66 Analyse en 30 fiches 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 






Comme u n est encadre par deux expressions qui ont le meme equivalent, on conclut : 

3n 2 



+oo 2 In n 

Application 

Soit («„) la suite definie pour n e N* par : 



=(ii 

\k=l 



1 + - 

n 



k \ sin (27rV^+T) 



Determinez lim u„ . 

W— ► + OO 



Solution 

Comme u n >0, on peut considerer : 

v n = In u n = - sin (in y/ n 2 + 1 J In ( 1 H — 



*= l 



Quand n tend vers +oo , on a : 



\/n 2 + 1 = nJ 1 H — - = n 
On en deduit : 



sin 



On a done 



1 + 2 n 2+ ° 



7 r / 1 



n 2 + 1 ) = sin ( 27 m H b 0 ( — ) ) = sin ( — |- o I — 



n \n 



1 /! 

= n + — +ol- 
Zn \ n 



7 r / 1 



n \ n 



7 r 
72 



In 



+oo 272 



1 ^ 



EM 1 



£=1 



&=1 



La suite de terme general v n = — > In ( 1 H — ) est une somme de Riemann de la 

n \ n / 



fonction continue de [0,1] dans R : x ln(l + x) . On a done : 

lim v„ = f In (1 + x) djf = [(1 + „r) In (1 + x) — xl* = 21n2 — 1 . 

H^+OO J Q L J0 



On en deduit : 



7 r /4 



lim Inn,, = — (21n2 — 1) = — In I - puis lim u n = I - 



M — >-+00 



2 \ e 



n— ^+oo 
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Calcul des primitives 



I Primitives d’une fonction continue 

Definition 

/etant definie sur un intervalle /, une fonction F, definie sur I, est une primitive 
de/, si elle est derivable sur I et si 

Wx el F'(x) = fix ) . 

Theoremes 

- Deux primitives de /different d'une constante. Autrement dit, si F est une primi- 
tive de / sur un intervalle I, toutes les primitives de / sur I sont de la forme : 
ii-> F(x) + C ou C est une constante quelconque. 

- Si /est continue sur un intervalle I contenant a, la fonction F, definie sur I par 

F{x) — / fit) dr, est une primitive de/. C'est funique primitive de/qui s'an- 
J a 

nule en a. 

On note / m d, rone quelconque dec primitives de/. 

- Pour toute primitive li de/sur I, on a : 

fit) dr = [h(t)f a = h(x) - h(a) . 

Le calcul d’integrales de fonctions continues se ramene done a la recherche de 
primitives. 

- Pour toute fonction /de classe C l sur I, on a : 

f(x)-f(a)=[ fit) At. 

J a 

II Methodes de calcul 

Linearite 

Si F et G sont des primitives respectives de / et de g sur I et k un reel, alors, sur 
I, F + G est une primitive de / + g et kF une primitive de kf. 
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Integration par parties 

Soit u et v deux fonctions de classe C 1 sur un intervalle /, et a et b des reels de I. 
On a : 

nb pb 

/ u'(t) v(t) dt = \u(t) u(r)]^ — / u(t) v'(t) dr , 

J a J a 

ce qui s'ecrit aussi, en terme de primitives : 

J u'(t) v(t ) dr = u(t) v(t) — J u(t ) v'(t) dr. 

Cas classiques d'utilisation 

P etant un polynome et a ^ 0, 

- pour f P{t ) sin (at + (3) dr, on pose v(t) — P(t) et u'(t ) = sin (at + (3) ; 

J a 

-pour / P(t) cos (at + (3) dr, on pose v(t) = P(t) et u’(t ) = cos (at + / 3 ); 
J a 

pb 



7 



-pour / P(t)e ar+ii dr, on pose u(r) = P(t) et u’(t) = e' 



'CM = • 



7 



-pour / P (r ) In r dr , on pose u(r) = In r et u'(t) = P(t). 



- Pour calculer / = / e“ r cos tit dr ou J = I e Qf sin fit dr , on peut faire 
J a J a 

deux integrations par parties « sans changer d’avis », c’est-a-dire en posant les 
deux fois v(t) — e ar , ou les deux fois v(t) — cos /3t ou sin /3t. 

Mais il est plus rapide d’utiliser l’exponentielle complexe : 



-f 



r 



„(a+i0)t 



dr = Re 



/ = Re 



Integration par changement de variable 



3 (a+i/?)f 

a + ip 



Soit u une fonction de classe C 1 de \a,(3\ dans [a,b], et/une fonction continue 
sur [a,b]. Alors : 

rfl r u< $) 



Si, de plus, u est bijective, on a : 



rP 

/ f(u(t))u'(t)dt= f(x) dx. 
J a J u ( a ) 

ective, on a : 

fb ru-'tb) 

/ f(x) dx = I f(u(t)) u'(t ) dr. 

J a Ju~ l (a) 



FICHE 13 - Calcul des primitives 69 



Ill Primitives etfonctions rationnelles 



Primitives d'une fonction rationnelle 



On decompose la fraction rationnelle en elements simples, c'est-a-dire comme 
somme de sa partie entiere (polynome dont on connait les primitives) et des parties 
polaires. 

a 

- Pour un pole reel a, on a des fractions de la forme = a(x — a) " dont 

(x — a)" 

on connait des primitives. 

- Si a est un pole non reel, alors a est aussi un pole (puisque la fraction est reel- 
le). En regroupant les complexes conjugues, on aboutit a des fractions de la 

ax + b 

avec /?“• 



forme 



(x 2 + px + q) n 



" 2 - 4 q < 0 . 



On peut en calculer des primitives comme suit (cas n — 1) : 



L 



at + b 



a f x 



2 1 + p 






r 



l 



f 2 + pt + q 



dr . 



t 2 + pt +q 2 J a t 2 + pt +q 

La premiere primitive se calcule en utilisant le changement de variable 
it — t 2 + pt + q . 

En ecrivant sous forme canonique le trinome t 2 + pt + q, le calcul de la deuxie- 
me primitive se ramene, apres changement de variable, a : 



r 



l 



d u = [arctanr/]' 



1 + u 2 

Primitives de fractions rationnelles en sinus et cosinus 

On veut determiner J f(x) dx, ou/est une fonction rationnelle en sin x et cos x. 
Dans le cas ou/(x) dr est invariant 

- lors du changement de x en —x, on peut poser u — cos x ; 

- lors du changement de x en 7r — x, on peut poser u — sin x ; 

- lors du changement de x en 7r + x, on peut poser u — tan x. 



Sinon, on peut toujours poser u = tan — • 



Dans tous les cas, on est conduit a un calcul du type / g(u) du ou g est une fonc- 
tion rationnelle en u. 



■/' 



70 Analyse en 30 fiches 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



Application 

f x 

Determinez les primitives / — dx . 

J cos 2 x 



Solution 



Connaissant une primitive de - 



u(x) = x 



1 



on pense a l'integration par parties : 

u'(x) = 1 
v(x) — tan x 



v'(x) — 

COS “X 

ce qui donne (sur un intervalle ou cos x ne s'annule pas) : 

x 



I 



dx = x tan x — J tan x dx — x tan x + In | cos x | + cte . 
Application 



Calculez I = 



L 



COS X 



6 — 5 sin x + sin 2 x 



dx. 




Solution 



La fonction a integrer est une fonction rationnelle en sin x et cos x. 

L'expression /(x) dx est invariante quand on remplace x par it — x. Dans ce cas, le 
changement de variable u — sin x conduit a integrer une fraction rationnelle. De cette 
maniere, on obtient : 



‘ = 1 



COS X 



6 — 5 sin x + sin 2 x 
11 reste a decomposer en elements simples : 



- f 1 1 

Jo u 2 — 5 u 



du . 



1 



1 



-l i 

u 2 — 5u + 6 (m — 2) (u — 3) u — 2 u — 3 



pour finalement obtenir : 



I = In 



w-3,1' 



u — 2 



= In 2 — In - = In - ■ 
o 2 3 



© 
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Application 



Sur un intervalle ou la fonction est continue, utilisez le changement de variable 
u = <yr+ x 3 , pour determiner les primitives : 

dx. 



/ 



\/ 1 + 



Solution 

Posons u — \/l + x 3 . On a alors u 4 — 1 + x 3 , soit 

1 2 

x = u 4 — 1 ; dx = - (m 4 — l) _ J4n 3 dn. 

Ce changement de variable donne done : 



t r - i 

J X J ^TTT 3 



On a 



M 4 — 1 



X 

= 1 + 



dx 

i 



- (m 4 — 1) 3 4m 3 dn = - 

3 



_ 4 C m 4 
_ 3j m 4 - 1 



dn . 



M 4 — 1 



La fraction rationnelle 



1 



M 4 — 1 



a 4 poles simples —1,1, — i, i. 



En regroupant les poles complexes conjugues, la decomposition en elements simples 
s'ecrit : 

1 a b cu + d 

H —7 H ^ — ; — — avec a, b, c, d reels. 



1 



U — 1 U + 1 M 2 + 1 

La fonction a decomposer etant paire, il resulte de l’unicite de cette decomposition que 
a — —b et c — 0. 

En multipliant les deux membres de l’egalite par it — 1 , et en rempla5ant u par 1 , on 
1 

obtient a = —■ 

4 

En multipliant les deux membres de l'egalite par it 2 + 1, et en rempla5ant u par i, on 

1 1 

obtient ci + d — soit c — 0 et d — 

2 2 

En definitive : 



u 4 — 1 



1 1 
= 1 + T 



1 1 



1 1 



4 m — 1 4 u + 1 2 m 2 + 1 



D’ou : 



4 1 

I — -u H — In 
3 3 



M — 1 



M “H 1 



— - arctan u + cte 



ou 



u — -v/l + x 3 . 
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Application 



r 3x t 

lim / — 

i-s-o J x tan 



Calculez lim / — dr. 

tan 2 f 



Solution 



L'integrale est definie si 0 < |x| < 5- 



De l’ecriture — ^ 



1 cos 2 t 1 — sin -f 



1 



tan 2 r sin 2 t sin 2 f sin 2 t 



— 1 , on deduit : 



/» 3x j. /*3x j. p3x 

/ —r dt = / — t dr - / f dr ■ 

Jx tan-r J x sin -t J x 



La premiere integrale du second membre se calcule par parties, avec : 



u(t) = t 
v'(t) = - 



1 



sin 2 t 



u'(t ) = 1 
v(t) 



tan t 



d’ou : 



Done : 



f 3x t A r -t n3* cos r r -f , 

/ . , dr = + / — — dr = b In 

J x sin l t LtanrJx J x sin t Ltanr 



■\3x 



sin t\ 



r-v*. 

Jx tan -r 



— 3x x , i sin 3x i 9x 2 x 2 
_)_ — _|_ — . 

tan3x tanx sin x 2 2 



Comme tan x ~ x et sin x ~ x, on a : 
o o 

— 3x x sin 3x 

lim = — 1 ; lim = 1 ; lim = 3 . 

x — tan 3x x^o tan x jc^o sin x 

Done 



f 3x t 
lim / — 

i-s-o J x tan 



lim / — -x- dr = In 3 . 

tan 2 r 
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Formules de Taylor 



I Formules de Taylor a valeur globale 

Formule de Taylor avec reste integral 

Soit /une fonction de classe C " + 1 sur un intervalle I, xq et x des points de I. On a : 

/(*) = Pnix) + f ^P^f (n+1) it) dt, 

Jx o « ! 



ou P„(x)-f(x 0 ) + 



(x - x 0 ) 

V. 



fix o) H + 



ix - X 0 ) n 



f M ixo) 



est 1' approximation de Taylor a l'ordre n ; 



et R n (x ) — 



r ix - t) n 
I H ^ 

Jx o n ' 



f <n+V) (t) dt est le reste integral d’ordre n. 



Inegalite de Taylor-Lagrange 



Soit/une fonction de classe C n+X sur I. On suppose de plus qu'il existe M n+ \ > 0 
tel que, pour tout x e I, on ait |/ ( ” +l, (x)| ^ M n+ \. 

On obtient alors la majoration du reste : 



I *„(*)! < M n+1 



\x-x 0 \ n+l 
in + 1)1 



II Etude locale des fonctions derivables 

• Formule de Taylor- Young 

Soit/une fonction derivable sur I jusqu'a l'ordre n. Alors la fonction e definie au 
voisinage de 0 par : 

fix o + h) = fix o) + ^-fix o) + ■ • • + *>(*„) + h n eih) 

1! n\ 

est telle que lim e(h) = 0 . 
h—>0 

Au lieu de h n e(li), on ecrit souvent o{h n ). 
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Developpements limites 

Soit/une fonction definie au voisinage de xo . On dit que/admet un developpement 
limite d'ordre n au voisinage de x (l , s'il existe une fonction polynome P„ de degre 
inferieur ou egal a n, et une fonction e, definies au voisinage de Xq telles que : 

/(x) — P„(x) + (x — xq)"£(x) avec lime(x) = 0. 

x-txa 

P n (x ) est la partie reguliere et ( x — xo)"e(x) le reste. 



En posant x = x 0 + t, on peut toujours se ramener au voisinage de t = 0. 



Proprietes des developpements limites 
Troncature 

Si/admet un developpement limite d'ordre n au voisinage de 0 dont la partie regu- 

n 

Here est P„(x) = a^-x* et si p ^ n, alors / admet un developpement limite 



k = 0 



n y k 



d'ordre p au voisinage de 0 dont la partie reguliere est P p (x) = 

k=0 

Unicite 

Si/possede un developpement limite d'ordre n au voisinage de 0, il est unique. 
Parite 

Soit/une fonction admettant un developpement limite d'ordre n au voisinage de 0, 

n 

de partie reguliere P n (x) = a^x k . Si / est paire (resp. impaire), alors les 

k = o 

coefficients a* d'indice impair (resp. pair) sont nuls. 



Developpements limites de base 



(1 +x) a = 1 + a— H 1- a(a - 1) ... (a - n + 1)— + o(x") 

1 ! n! 



avec les cas particuliers : 



1 

a — — 
2 

a — —l 



a = — 
2 



VI + X = 1 + \x - ~x~ + x 3 + o(x 3 ) 

2 8 16 

= 1 — x + x 2 H + (— l)"x" + o(x") 

1 + x 

1 13,5, , 

. =1 x H — x x J + o(xV 

VTTV 2 8 16 
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e* = l + ^- + -- - + ^- + o(x n ) 

1 ! n\ 

cosx = 1 - H f (- 1 ) P 7^— 7 +o(x 2p+l ) 

2! (2p)! 

x^p 

ch x — 1 H h • ■ ■ H b o(x 2p+1 ) 

2! (2/7)! V 



sin x — x — 



A | 

- + ••■ + (-! y~ l 



x 2 P-\ 

(2/7-1)! 



+ o(x 2p ) 



sh x = x + — 



+ 



x 2p-l 

(2/7-1)! 

1 , 2 . , 

tan x — x H — x H x 3 + o(x ) 

3 15 



+ o(x 2p ) 



1 , 2 - , 

th x = x x H x 3 + o(x°) 

3 15 

n+1 



2 3 

ln(l +x) = x-^- + ^ r H b ( — 1)”— — - + o(x" +1 ) 

2 3 77+1 

x 3 x 5 (— l) p ~ , , , 

arctanx — x 1 b---H x 2p+ + o(x 2p+ -) 

3 5 2/7 +1 

1 3 c ir 7T 

arcsinx = x H — x H x + o(x ) arccos x = x — 

6 40 2 



^ 3 “^' 5+o(x6) 



Operations sur les developpements limites 

Considerons deux fonctions /et g admettant des developpements limites de meme 
ordre n au voisinage de 0, de parties regulieres respectives A„ et B n . 



Combinaison lineaire 

Si A et p, sont des reels, alors A / + fig admet un developpement limite au voisi- 
nage de 0 dont la partie reguliere est A A n + ///!„ . 

Produit 

f g admet un developpement limite d'ordre n au voisinage de 0, dont la partie regu- 
liere est formee des termes de degre inferieur ou egal a n du produit A„B n . 



Quotient 

Si B„ (0) ^ 0 (soit g(0) ^ 0),— 

8 



admet un developpement limite d'ordre n au voi- 

1 



sinage de 0, dont la partie reguliere est obtenue a partir de A„(x) x 

1 

lisant le developpement limite de au voisinage de 0. 

1 + 77 



B n ix) 



en uti- 
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Composition 

Si g o / est definie au voisinage de 0 et si /( 0) = 0, alors g o / admet un deve- 
loppement limite d'ordre n au voisinage de 0, dont la partie reguliere s'obtient en 
rempla 5 ant u dans B n (u) par A n (x) et en ne gardant que les monomes de degre 
inferieur ou egal a n. 

Primitive 

Si /est continue sur un intervalle ouvert I contenant 0, une primitive F de/ admet 
le developpement limite d'ordre n + 1 , au voisinage de 0, obtenu par integration 
terme a terme de A n (x), le terme constant etant F( 0) . 

Derivee 

Si /admet des derivees jusqu’a l’ordre n (n / 2) sur un intervalle ouvert I conte- 
nant 0, la fonction f admet un developpement limite d'ordre n — I dont la partie 
reguliere s'obtient en derivant terme a terme celle du developpement limite de / 



III Applications des developpements 
limites 

• Etude locale d'une fonction 

Pour l'etude locale d'une fonction, ou pour la recherche d'une limite, on cherche un 
developpement limite comportant au moins un terme non nul. 



© 



Etude des branches infinies 

Soit/definie sur un intervalle ]A,+oo[ ou ] — oc , ,4 [ . Quand x tend vers l'infini, 



1 1 

X — — tend vers 0, et, en rempla 5 ant x par — , on est ramene au voisinage de 0. 
x X 

Lorsque x et f(x) tendent vers l'infini, on obtient une asymptote oblique (si elle 
existe) en effectuant le developpement limite au voisinage de l'infini : 



fix) 



— a - 1 1 — 7+0 I — 



c b 

ou — t est le premier terme non nul apres — 

x k x 

Dans ce cas, la droite d'equation y = ax + /; est asymptote a la courbe representa- 
tive de /. Et la position relative de la courbe et de l'asymptote resulte du signe de 
c 

— — - lorsque x tend vers l'infini. 

x k ~ l 
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Application 



Soit une fonction de classe C 2 , dc K dans ]0,+oo[, telle que \f"(x)\ ^ M pour tout 
x. Montrez que : 

y 2 

V(x,y)eR 2 f(x) + yf(x)+-M> 0. 

Solution 

Appliquons l'inegalite de Taylor-Lagrange, a l'ordre 1, entre x et x + y : 



I fix + y) - f(x) - yf'(x) | < yM. 

y 2 

On en deduit : f{x + y) < f(x) + yf’{x) + —M 



et comme/est a valeurs positives, on obtient l'inegalite demandee. 



Application 



Calculez : lim 



(1 + x)* — e 



x 



Solution 



On a : (1 + x) x — exp 



— In ( 1 + x) ) — exp ( 

v / \ v L 



X ) \x 



X 





d'ou : 



(1 + x)x — e 



e 



+ o(l) 



X 



2 



e 



ce qui demontre que la limite demandee est egale a 



2 
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Application 



Soit/la fonction definie par : 



fix ) = 2 + 3x + Ax 1 + sin J pour x 0 ; /( 0) = 2. 

Montrez que/admet, au voisinage de 0, un developpement limite d'ordre 2, et que, 
pourtant, /"( 0) n’existe pas. 

Solution 



Puisque lim x sin I — I = 0 , on peut ecrire : 



fix) — 2 + 3x + Ax 2 + o(x 2 ), 

ce qui, par definition, montre que/admet un developpement limite d'ordre 2 au voisi- 
nage de 0. 

Pour x / 0, on a : 



f'(x) = 3 + 8x + 3x 2 sin — ) — x cos I - I . 



Pour x = 0, on a : 



fix) - /( 0) 



/'( 0) = lim 

>-0 x 



lim [3 

L 



= lim \ 3 + Ax + x z sin [ — j 



= 3 . 



Mais/"(0) n’existe pas, car le quotient : 
fix) - /'( 0) 



= 8 + 3x sin I — ) — cos — 



n'a pas de limite quand x tend vers 0, puisqu'un terme de la somme, et un seul, n'a pas 
de limite. 



On sait que, pour qu'une fonction admette un developpement limite d'ordre n au voisi- 
nage de 0, il est suffisant qu'elle soit n fois derivable en 0. Cet exercice vous montre que 
ce n'est pas necessaire. 



© 
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Application 



Trouvez le developpement limite a l'ordre n + 1 , au voisinage de 0, de la fonction / 
definie par : 

/ £ 2 ^ n 

fix) = lnl 1 + x + — -\ h — 

V 2 ! n ! 



Solution 

En calculant, et en developpant, /'(x), on obtient : 



1 + x + ■ ■ ■ + 



X X 



fix) = 



in- D! 



1+X + ---+ — 
n ! 



= 1 - 



1+X + ---+ — 
n ! 



_ = l-_ + 0 (x») 
x n ! 



Comme /( 0) = 0, on en deduit : 



fix) = x 



y-n + 1 



in + 1)! 



+ o(x' !+1 ). 



Application 



Soit/(x) = -v^x 3 +x + l — Vx 2 + x. Determinez lim fix). 

>-+oo 



Solution 

Apres factorisation du terme dominant, on peut ecrire : 

fix) = x 



111 1 i 

(1 + — + -j)3 -(l + -)2 

X- X J X 



1 1 1 ■ 

l+o(-)-l ~— + oi~) 
x Lx x 



1 1 ■ 

1 - o{~) 

Lx x 

1 

Done lim /(x) = 

x — > -(-00 2 



= 4 +o( d 
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Application 



Etudiez la fonction / definie par fix) — 



x + 1 



e ' lorsque x tend vers — oo ou vers 



+oo . 

Precisez les asymptotes eventuelles et la position de la courbe par rapport aux asymp- 
totes. 



Solution 



On a lim fix) = — oo et lim fix) = +oo . 

x —> — oo z— >-+00 

1 

Lorsque x tend vers +00, alors X = — tend vers 0 . 

x 

Et rechercher l'existence d’une asymptote revient a rechercher un developpement 

v yj /M 

limite en X de 

x 



fix) 

X 



X + 1 



-e-' 



1 • V 



z- 



[1 - Z + Z 2 + o(Z 2 )] [1 + Z + — + o(Z 2 )] - 
1 + ^ + o(X 2 ) 



D’ou : fix) = x + + of - ) . 

2x \x / 

La courbe y — fix) admet done la droite y = x pour asymptote a la fois lorsque x 
tend vers —00 et lorsque x tend vers +00 . 

1 

Lorsque x tend vers ±00, fix) — x est du sienc de La courbe est done au-dessous 

2x 

de l’asymptote lorsque x tend vers —00, et au-dessus lorsque x tend vers +00. 



© 
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Integrates 

generalisees 



I Definitions et premieres proprietes 

Fonction localement integrable 

Soit/defmie sur un intervalle I de R. On dit que/est localement integrable sur I 
si elle est integrable sur tout segment inclus dans I. 



Cas d'une fonction non bornee sur un intervalle borne 



Soit / une fonction localement integrable sur ]a,b] avec a < b. Si la limite 

r*b pb 

lim / /(f) dr existe, on dit que l'integrale / /(f) df est convergente. 



r 

Jx 



Dans le cas contraire, on dit que l'integrale est divergente. 



Si f possede une limite a droite en a, il n'y a aucun probleme d'existence pour l'integrale 
generalisee. 



r 

On definit de maniere analogue l’integrale generalisee / /(f) df pour une fonc- 

J a 

tion continue sur [a,b[. 



Etudier la nature d'une integrale generalisee (ou impropre), c'est preciser si elle est 
convergente ou divergente. 



Cas d'une fonction definie sur un intervalle non borne 

Soit /une fonction localement integrable sur [a,+oo[. 

nx n+oo 

Si la limite lim / /(f) df existe, on dit que l'integrale / /(f) df est conver- 

Ja Ja 

gente. 

Dans le cas contraire, on dit que l'integrale est divergente. 



On definit de maniere analogue l'integrale generalisee / /(f) df pour une fonc- 
tion continue sur ] — oo,a]. 



f 

J — C 
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Generalisation 

- Si/est localement integrable sur ]a,b[, on pose 

pb pc pb 

/ /(f) dr = / /(f) df + / /(f) df avec c quelconque 

J a J a J c 

r b 

et on dit que / /(f) dr converge si, et seulement si, les deux integrales du 

J a 

second membre convergent. 

- Si/est localement integrable sur ]a,+oo[, on pose 

p + oo pb p+o o 

I f (t) dt — / f(t) df + / /(f) df avec b e]a,+oo[ quelconque 

J a J a J b 



/*+oo 

et on dit que l'integrale / /(f) df converge si, et seulement si, les deux inte- 

J a 

grales du second membre convergent. 

- Si/est localement integrable sur ] — oo,+oo[, on pose 

/ +oo pb p+oo 

/(f) dt — f(t) dt + I /(f) df avec be] — oo,+oo[ quelconque 

-oo J —oo Jb 

/ +oo 

/(f) df converge si, et seulement si, les deux integrales 

-OO 

du second membre convergent. 



II Regies de convergence 

• Condition necessaire de convergence sur [a,+oo[ 

p+oo 

Soit/une fonction localement integrable sur [a,+oo[. Si l’integrale 1 /(f) df 

J a 

converge et si lim f(x) existe, cette limite est necessairement nulle. 

x — >• -|-oo 

• Comparaison de fonctions positives 

Soit/et g localement integrables et telles que 0 / / / g sur [a,+oo[. 

p+OO p+oo 

Si / g(t) df converge, alors / /(f) df converge aussi. 

J a J a 

p+oo p+oo 

Si / /(f) df diverge, alors 1 g(t) dt diverge aussi. 

J a J a 
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Equivalence de fonctions positives 

Soit/et g deux fonctions positives. 

P+OO p+oo 

Si fix) ~ gix), alors les integrales / fit ) dr et / g(t) dr sont de meme 
+°° Ja Ja 

nature (c'est-a-dire qu’elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux 
divergentes). 

nb pb 

Si fix ) ~ gix), alors les integrales / fit) dr et / git) dr sont de meme nature. 

fl Ja Ja 



II est important que f et g soient de meme signe au voisinage du probleme etudie, sinon 
les fonctions peuvent etre equivalentes et leurs integrales de nature differente. 



Situations de reference 

f+oo df 



Pour a > 0, on a 



d; 

: / — converge •<=>■ a > 1 . 

Ja t 

f a dr 

Pour a > 0, on a : / — converge a < 1 . 

Jo 

P 1 P+OO 

/ In r dr et / e - "' dr (ou a e Kp sont convergentes. 

Jo Jo 



Fonctions sommables 



Definition 

Soit/une fonction localement integrable sur [a,+oo[. On dit que/est sommable 

p+oo 

sur cet intervalle si / |/(r)| dr converge. 

J a 

On dit aussi que l’integrale est absolument convergente. 



Theoreme 



p+oo 

y u 



|/(r)| dr converge : 



P+OO 

y f 

J a 



fit ) dr converge. 



Si /est localement integrable sur ]a,b], on a une definition et un theoreme ana- 
logue. 
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Etudiez la nature de 



L 



Application 

+ °° y/x + 1 — Jfx 

dx . 



y/x 

Solution 



yfx + 1 — ffx 

La fonction x j(x) — — est continue et positive sur ]0,+oo[. 



-Au voisinage de 0, on a fix) ~ — — ■ Comme l'integrale de Riemann / —j= 

Jo 



1 

o J~x 



1 dx 

yfx 



existe, il en est de meme de fix) dx. 
- Au voisinage de +oo , on a : 



/' 



/(X) = 

'V A 






ce qui entraine fix) 



1 



3x 1/6 



i 



l 



dx 



Comme l’integrale de Riemann / — — existe, il en est de meme de / f{x) Ax. 



n+oo 

l f 



- Finalement, l’integrale / /(x)dx est convergente. 

Application 

Soit a > 0 ; etudiez l’existence, et determinez eventuellement la valeur, de : 

, dx 

lim 



T./_ 



a ^°J-a -y/(l + X 2 ) ( a 2 — X 2 ) 



Solution 



1 



• Existence 

La fonction x fix) = —== 

VI + x 2 y/a — Xy/a + x 

] — a.a[. Elle tend vers l’infrni aux bornes. 



est continue et positive sur 



© 
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Au voisinage de a, on a f(x ) 
Comme l'integrale de Riemann 



1 

~ K —==. avec K — 
a y/a — X 




1 

Vl + a 2 \/2a 

existe, il en est de meme pour 



fix) Ax. 

Au voisinage de —a, la demonstration est analogue. 

Finalement, pour a > 0, on a demontre l'existence de l’integrale : 




1(a) = 




dx 

-y/(l + X 2 ) ( a 2 — X 2 ) 



• Calcul 



Avec 0 < b < a, considerons l'integrale I (b) — . 

l-b V(1 + x 2 ) ( a 2 - x 2 ) 

et utilisons le changement de variable x — at qui conduit a : 






dx 



1(b) = 



/ 



d t 



-t Vl — f 2 Vl + a 2 t 2 



b b , , s- 

Lorsque t varie de a — alors VI + a 2 t 2 est compris entre 1 et VI + b 2 . 

a a 

On en deduit un encadrement de 1(b) : 



VI 



= ( 

+ b 1 J- 



a dr 



k Vl-F 



V 1(a) V 



b 



dr 



b n VT^V 



qui donne : 



\A+^ 



arcsin ( - ) V I (b) V 2 arcsin ( — ) , 



puis en faisant tendre b vers a : 

1 

— 7T < 1(a) V 7T. 

vr+v 1 

Lorsque a tend vers 0, les deux fonctions de a qui encadrent 1(a) ont la meme limite 
7T. Par consequent : 

lim 1(a) — 7r . 

a—> 0 
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Application 



Montrez que l'integrale 
convergente. 



p+oo 

Jo 



sin x 



dx converge, mais qu'elle n'est pas absolument 



Solution 

• Pour la borne 0, il n’y a pas de probleme d’existence puisque la fonction a integrer 
est prolongeable par continuite. 

f°° sinx 

On peut done se ramener a 1' etude de la convergence de 



r 



dx. 



En integrant par parties, on obtient : 



f x sinx r— cosx-| x f } 

J i x dX l x \ 1 J i 



COS X 



dx. 



— cos X 

Lorsque X tend vers +oo, tend vers 0 puisque e'est le produit d’une fonction 

X 

bornee et d’une fonction qui tend vers 0. 

r x 

D’autre part, lim 

X — ^ -)-oo 



I 



COS X 



dx existe puisque, de 



cos x 



^ — on tire la conver- 

x z 



gence absolue, done la convergence 



p+OO 



COS X 



dx . 



• L’inegalite | sin x | ^ sin 2 x = 



1 — cos 2x 



entraine : 



p+oo 

J 1 



sinx | f +oc dx f 

— **>1 5 -/ 



+0 ° cos 2x 
2x 



dx . 



;+°° dx 

L’integrale / — diverge vers +oo . 

2x 



■r 

'integrale 



sinus. 



+ °° cos 2x 



/ +oo 



2x 



sin x 



dx converge, ce qui se demontre comme pour l’integrale en 



L'integrale 

h x 

see n’est pas absolument convergente. 



dx est done divergente, ce qui prouve que l’integrale propo- 
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Equations 
differentielles 
du premier ordre 



I Equations a variables separables 

Lorsque l'equation est de la forme : 

/ (*(0) x'(t) = git), 

ou/et g sont des fonctions donnees dont on connait des primitives F et G, on a : 
F (x(f)) = G(t ) + C ou C e R, 
et si F possede une fonction reciproque F~ l , on en tire : 

x{t) = F~ x (G{t) + C), 

relation qui donne toutes les solutions de l'equation. 

Cette solution generate depend de la constante d'integration C. 

En pratique, on peut ecrire l'equation sous la forme : f(x) dx = g(t) df, 
puis integrer formellement les deux membres : j f(x) dx = j g(t) df, 
et exprimer x en fonction de f. 



II Equations lineaires 

Definition 

Elies sont de la forme : 

a{t) x'(t) + b(t) x(t) — c(t) (1) 

ou a, b et c sont des fonctions donnees, continues sur un intervalle / C R. 

Pour la resolution, on se place sur un intervalle J C / tel que la fonction a ne s’an- 
nule pas sur J. 
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< 5 * 



Theoreme du a la linearite 

Toute solution de (1) est de la forme xp + xs ou xp est une solution particuliere 
de (1) et xs la solution generale de l'equation homogene associee : 



On est done conduit a deux problemes : rechercher la solution generale x s de 
l'equation homogene, puis une solution particuliere xp de l'equation complete. 

Resolution de l'equation homogene associee 

Cest une equation a variables separables. Ses solutions sont du type : 



avec K constante arbitrable et to element quelconque de I. Elies comportent done 
la fonction nulle et des fonctions qui ne s'annulent jamais. 

Recherche d'une solution particuliere (methode de Lagrange) 

x\ etant une solution non nulle de (2), on introduit une fonction auxiliaire incon- 
nue K(t) telle que x(t) — K{t)x\{t) soit solution de (1). 

On calcule x ' (?) ; on reporte x'(t) et x{t) dans (1). 

On observe que K(t) disparait, ce qui fournit une auto-verification. II reste K'(t ), 
ce qui permet de calculer K (?) puis x(t). 

Vous avez le choix entre deux variantes (equivalentes : ne faites pas les deux) : 

- chercher tous les K (?) avec une constante d'integration (n'oubliez pas de repor- 
ter dans x(t)), 

- chercher un K(t), reporter dans x(t) et additionner avec xj(?). 



Cette methode s'appelle aussi la methode de variation de la constante. Ce mot curieux 
(une constante qui varie !) vient du fait qu'on remplace la constante K obtenue en resol- 
vant l'equation homogene par une fonction K(t). 



a(t ) x'(?) + b(t) x(t) — 0 



(2) 




to 
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Application 

Resolvez l'equation differentielle : 

(t + l)x'(r) + x{t) = (t + 1) sin? (1) 

sur des intervalles a preciser. 



Solution 

L'equation differentielle (1) est lineaire du premier ordre. On la resout sur un intervalle 
ou le coefficient de x' n'est pas nul, soit sur I\ —] — oo, — 1[ ou sur I 2 =] — l,+oo[. 
Sur chaque intervalle I\ ou I 2 , l'equation s'ecrit : 

(t + 1 )x'(t) +x(t) = [(f + 1 )x(t)\ = 0 + 1) sin t. 

On a done : 



(f + l)x(f) = / (f + 1) sin t dr. 

En integrant par parties, on obtient (attention, la constante depend de l’intervalle) sur 
chaque intervalle : 

/(,+ 1) sin t dr = — (r + 1) cos r + sin r + K . 



La solution generale de (1) sur I\, ou sur I 2 , est done : 



x(r) 



K + sin r 

— cos r h 

r + 1 



avec K e K. 



Application 

1. Resolvez l’equation differentielle : 

xy'(x) - y(x) = 2 \ ) (1). 

x~ + 1 

2. Existe-t-il des solutions definies sur R ? 

Solution 

1. 11 s'agit d’une equation differentielle lineaire du premier ordre. On cherche sa solu- 
tion generale sur I\ =] — 00 , 0 [ ou sur I 2 =] 0,+oo [ . 
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• Resolution de l'equation homogene associee 

xy'(x) - y(x) = 0 (2) 

y = 0 est solution et on sait que les autres solutions ne s'annulent pas sur I. 

On peut done ecrire : 

y'(x) = l 
y(x) x 

soit ln| v(x)| = ln|x| + C, ce qui conduit a la solution generale de (2) sur I : 
xi -> y(x) = Kx avec K e R. 



• Resolution de (1) par la methode de variation de la constante 

Considerons une nouvelle fonction inconnue z telle que v(x) = z(x) x soit solution de 

(1). 

On calcule y'(x) = z'(x) x + z.(x) , on reporte dans (1) et on obtient : 



z'(x) 



2x + 1 
x 2 (x 2 + 1) 



Pour pouvoir calculer z, decomposons la fraction rationnelle en elements simples : 

2x + 1 1 2 — 2x — 1 

X 2 (x 2 +1) X 2+ X + X 2 + 1 



On en deduit : 



z(x) = 1-2 ln|x| — In (x 2 + 1) — arctanx + K . 

x 

La solution generale de (1) sur I est done definie par : 

y(x) = — 1 + 2x ln|x| — x In (x 2 + 1) — x arctan x + Kx. 

2. La fonction definie sur R avec un prolongement par continuite en 0 par : 

y(x) = — 1 + 2xln |x| — xln (x 2 + 1) — x arctan x + K\x si x < 0 
■ y(0) = — 1 

y(x) — — 1 + 2xln |x| — x In (x 2 + 1) — x arctan x + Kzx si x > 0 

sera un prolongement de solution de (1) si elle est derivable en 0. 
y(x) — y(0) 

On a lint — = K 2 + lim2 In x = —00 

x-M) y x-»-0 

x>0 x>0 

II n'existe done aucune solution de (1) definie sur R. 
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Equations 
differentielles lineaires 
du second ordre 



I Generalites 



Definition 

Une equation differentielle lineaire du second ordre est de la forme : 

a(t ) x"{t) + b(t ) x'(t) + c(t) x(t) = fit) (1) 

ou a, b, c et / sont des fonctions continues donnees. Pour la resolution, on se place 
sur un intervalle I tel que la fonction a ne s'annule pas sur I. 

L'equation est dite a coefficients constants si elle est de la forme : 

a x" (t) + b x 1 (t) + c x(t) = f(t ) (1) 

ou a, b etc sont des constantes donnees. 

Theoremes dus a la linearite 

- Toute solution de (1) est de la forme xp + x s oil xp est une solution particuliere 
de (1) et xs la solution generale de l'equation homogene associee : 

ait) x" it) + bit) x\t) + cit) x)t) = 0 (2) 

- Les solutions de (2) sur I forment un espace vectoriel de dimension 2. 

- Si xi est une solution particuliere de 

ait)x"it) + bf) x'it) + c(f)x(f) = fiit) 
et xi une solution particuliere de 

ait) x” it) + bit) x\t) + c)t) x it) = f 2 it) 
alors x\ + x 2 est une solution particuliere de 

ait) x" it) + bf) x'it) + c)t)xit) = fiit) + f 2 it) 
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II Cas des coefficients constants 



Resolution de l'equation homogene 

La fonction t i-> e rt est solution de (2) si, et settlement si, r verifie l'equation carac- 
teristique : 

ar 2 + br + c — 0, 

ce qui conduit a calculer A = b 2 — 4a c. 

- Si A ^ 0, l’equation caracteristique a deux racines distinctes r\ et r 2 . On a alors : 

x s (t) = Ki e r " + K 2 e r «, 

ou K\ et K 2 sont des constantes quelconques. 

- Si A = 0, l’equation caracteristique a une racine double /■(). On a alors : 

x s (t) = (Kit + K 2 ) e r °‘, 
ou TsTi et K 2 sont des constantes quelconques. 

- Si a,b etc sont reels et si A < 0, l’equation caracteristique a deux racines com- 
plexes conjuguees a±i/3. On a alors : 

x s (t ) = e at (K\ cos /3t + K 2 sin (3t), 

ou Aii et K 2 sont des constantes reelles quelconques. 

En physique, on utilise la forme : 

Ki cos f3t + K 2 sin /3t = A cos (f3t— ip) 

I — s p K 2 

avec A= y/ Kf + , cos ip = — et sin ip = — 



© 



Resolution de (1) dans quelques cas 

- Cas oil /' (7) est un polynome P{t) de degre n 

II existe une solution particuliere de (1) sous la forme d’un polynome de degre 
n si c ^ 0 ; 

n + 1 sic = 0et7>^0; 
n+2sic = i> = 0eta^0. 

La recherche de cette solution se fait par identification. 

- Cas ou f(t) — e k ' P(t ) avec P polynome et k constante 
On effectue le changement de fonction inconnue 

x(t ) = e kt z(t ) 

ou z est une nouvelle fonction inconnue. En reportant x, x' et x" dans (1), on est 
conduit a une equation en z du type precedent. 
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- Cas ou /(f) = e at cos fit P(t) ou f(t) — e“' sin fit P(t ) avec a et /3 reels, et P 
polynome a coefficients reels 

Une solution particuliere est la partie reelle, ou la partie imaginaire, de la solution 
particuliere obtenue pour l’equation de second membre e ( “ +1 ^ ' P(t). 



Ill Methodes generates 

• Variation de la constante 

Si x\ est une solution de (2), ne s’annulant pas sur I, on peut chercher les solutions 
de (1) sous la forme : 

x(f) = u(t)x\(t) 

ou u est une fonction inconnue (de classe C 1 ) qui verifie l’equation differentielle 
lineaire du premier ordre en u' obtenue en reportant dans (1). 



Systeme fondamental de solutions 

Si jci et X 2 sont deux solutions lineairement independantes de (2), on peut chercher 
la solution de (1) sous la forme : 

x(t) — u(t)xi(t) + v(t) x 2 (t) 

ou u et v sont des fonctions inconnues (de classe C 1 ) soumises a la condition : 



u'{t)x\(t) + v\t)x 2 (t) = 0. 

Les fonctions u et v sont obtenues en resolvant le systeme : 

u' X 1 + v' X 2 — 0 



u' x[ + v' x' 2 — f 



dont le determinant 



w(t) = 



X\ (t) X 2 (t) 

x[( t) x' 2 (t) 

appele wronskien de x\ et x 2 , ne s’annule pas sur I lorsque xi et X 2 sont lineaire- 
ment independantes. On obtient : 

x 2 it) f{t) xi (0/(0 

m (f) = et v (t) = 



w(t) 



w(t) 



• Utilisation de series entieres 



On peut chercher des solutions sous la forme d’une serie entiere. 

Cette methode peut etre envisagee quand a(f) et b(t) sont des polynomes simples. 
N'oubliez pas de verifier que la (ou les) serie entiere obtenue a un rayon de convergence 
non nul. 
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Application 

Resolvez l'equation differentielle : 

y" - 2 y' + 10y = 0 

avec les conditions initiales y(0) = 1 et v'(0) = 2. 




( 1 ) 



Solution 



L’equation differentielle est lineaire du second ordre, a coefficients constants, et sans 
second membre. Son equation caracteristique : 

r 2 — 2r + 10 = 0 



admet deux racines complexes conjuguees r t — 1 + 3i et r 2 = 1 — 3i. Sa solution 
generate est done : 

y(x ) = e A [A cos 3 x + B sin 3^] . 



On a alors : 

y'(x) = e A [(A + 3 B) cos 3 x + (B — 3 A) sin 3x] . 
Les conditions initiales fournissent le systeme : 

>’(0) = A =1 

/(0) = A + 3B =2 

La solution de (1) qui verifie les conditions initiales est done : 

y (x) — e A [ cos 3x + - sin 3x] . 




Application 

Resolvez l’equation differentielle : 

x" - 5x' - 14x = {3f 2 + 2t - 1 ) e' (1) 



Solution 

• II s’agit d’une equation differentielle lineaire du second ordre a coefficients 
constants. Son equation caracteristique : 

r 2 - 5r - 14 = 0 

a deux racines reelles distinctes n = —2 et r? = 7. 

© 
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Sa solution generale est done definie par : 

x(t) — Ki e~ 2 ‘ + ALe 7r avec (Afi,AL) e R 2 . 

• Pour la recherche d'une solution particuliere de (1), considerons la nouvelle fonction 
inconnue z telle que x — z e' soit solution de (1). 

On a x'—z'e'+ze' et x" — z" e' + 2z! e' + z e'. 
x est solution de (1) si, et seulement si, z verifie : 

z" — 3z! — 18z = 3f 2 + 2f — 1 . 

Le coefficient de z n'est pas nul car 1 n'est pas racine de I’equation caracteristique. 



Dans ce cas, nous savons qu'il existe une solution particuliere sous la forme : 

7, — at 2 + bt + c. 

On a alors : 

z! = 2at + b et z" = 2 a. 

On a done apres simplification : 

Vf - \8at 2 - (18b + 6 a)t + (2 a -3b- 18c) = 3t 2 + 2t - 1 , 

soit : 



— 18a = 3 

-6a -18b = 2 

2a — 3b — 18c = —1 



On obtient une solution particuliere : 



1 

a — 

6 

1 

b = _ 18 
C = 108 



1 



1 



z = — t M , puis y 

6 18 108 F 7 



1 , 1 5 \ 

f" 1 H )e . 

6 18 108 / 



■ La solution generale de (1) est done definie par : 



y(t) = K l e~ 2 ' + K 2 s" + 



1 2 1 5 \ . 

- 1 2 1 H )e' 

6 18 108 7 



avec (K\,K 2 ) e 



Application 

Resolvez I’equation differentielle : 

y" - 2y' + 5y = x e A cos 2x + 5x + 3 (1). 
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Solution 

• II s'agit d'une equation differentielle lineaire du second ordre a coefficients constants. 
Son equation caracteristique : 

r 2 - 2r + 5 = 0 

a deux racines complexes conjuguees r\ = 1 + 2i et r 2 = 1 — 2i. 

Sa solution generale est done : 

y — e' (ATi cos 2x + K 2 sin 2x) avec (K\,K 2 ) e M 2 . 



• L' equation differentielle 

y" - 2y' + 5y = 5* + 3 (E,) 

a une solution particuliere de la forme ax + b. Par identification on obtient 

y i = x + 1 . 



• L' equation differentielle 

y" - 2y' + 5y = x e r cos 2x (E 2 ) 

est la partie reelle de 

Y" -2Y' + 5P = xe (1+2i) * 

Posons Y — e (1+2l) r Z. La fonction Y est solution de l'equation ci-dessus si, et seule- 
ment si, Z verifie Z" + 4iZ' = x. 

Cette equation a une solution particuliere de la forme Z(x) — ax 2 + bx. 

i , 1 

Par identification, on obtient Z(x) = — x H x. 

8 16 

On en deduit une solution particuliere de (E 2 ) : 



y 2 = Re 



* a \_(i+2i)x 



-x H x e 1 - 

8 16 1 



. x x . 

= e A ( — cos 2x H sin 2x ) . 

16 8 



• L'equation differentielle (1) admet pour solution particuliere yi + y 2 . Sa solution 
generale est done : 

( x x 2 

y — e x (Aii cos 2x + K 2 sin 2x ) + x + 1 + e x I — cos 2x H sin 2x 



Application 

Resolvez l’equation differentielle : 

e _2jf 

y" + 4y + 4y = T —2 

© 
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Solution 

• II s'agit dune equation differentielle lineaire du second ordre a coefficients constants. 
L' equation homogene associee a pour equation caracteristique : 

r 2 + 4r + 4 = 0 = (r + 2) 2 . 

Sa solution generale est done : 

(K 1 x + K 2 )e~ 2x avec (K\,K 2 ) e R 2 . 

• Introduisons une nouvelle fonction inconnue z telle que v = ze~ 2x soit solution de 
l'equation donnee (1). On calcule : 

y' = z! <z~ 2x — 2 zs.~ 2x ; y" = z" e~ 2A — 4 z! e _2jc + 4 z e~ 2jf . 

En substituant et en simplifiant, il reste : 

z" = 

1 + X 2 

Vous remarquez la disparition de z et de z' qui correspond au fait que —2 est racine 
double de l'equation caracteristique. 

On en deduit z! — arctanx + a, puis avec une integration par parties : 

1 , 

z — x arctanx — - ln(l + x ) + ax + b , 
et enfin la solution generale de (1) : 

y = yx arctanx — - ln(l + x 2 ) + ax + b^je~ 2x avec ( a,b ) e K 2 . 

Application 

Resolvez l’equation differentielle : 

xy" + 2/ + xy = 0 (1) 

sur un intervalle I ne contenant pas 0 

Solution 

L’equation etant lineaire et homogene, sur un intervalle ou le coefficient de y" ne s'an- 
nule pas, les solutions forment un espace vectoriel de dimension 2. Mais attention a ne 
pas introduire une equation caracteristique car les coefficients ne sont pas constants. 
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• Cherchons des solutions developpables en series entieres : 

OO OO OO 

E n . / n- 1 . n / i\ n-2 

a n x ; y = 2. na nX ; y = / . n \ n ~ 1 

n=0 n=l n=2 

En reportant dans (1) et en effectuant les changements d'indices necessaires pour avoir 
partout x" on obtient : 

OO OO OO 

Y, n (n + 1 ) a„ + i x" + 2 + 1) a„ +1 x" + a„_i x" = 0 . 

n= 1 n=0 n= 1 

Tous les coefficients doivent etre nuls, soit : 

ci\ = 0 et V 17 g M* (n -H 2)(n -(- 1 ) d - — 0 . 

On en deduit, en distinguant les indices pairs et impairs : 

(-1 ) p 

ai P +\ = 0 ; ci 2 p = — — —777 ao 



(2p + 1 ) ! 



soit 



it y(x) = ^ 



p = 0 



(- 1 Y 

(2p + 1)! 



aox 2p = ao 



sin x 



avec R — + 00 . 



On obtient ainsi un espace de dimension 1. II manque done des solutions. 

• La methode de variation de la constante consiste a introduire une fonction auxiliaire 



sin x 



soit solution de (1). 



u de sorte que y{x) — u{x) 

x 

On calcule : 

sin x x cos x — sin x 

y (x) — u (x) h m(x) 



x 

sin x 



, xcosx— sinx — x 2 sinx — 2x cosx + 2 sinx 

+ 2 u (x) r f- m(x) r 



y"(x) = u"(x) 

X X*- 

En reportant et en simplifiant, il reste : 

u"{x) sin x + 2 m'(x) cos x = 0 

ce qui donne successivement (avec K\ et Ki reels quelconques) : 
, K i 

u (x) = z— ; u(x) = K 1 cotx + K 2 

sin -X 

et enfin la solution generale de (1) sur I 

cos x sin x 

y(x) = K x + K 2 



Pour la fin du calcul, on se place, dans un premier temps, sur un intervalle ou sin x ne 
s'annnule pas. Puis on constate que la fonction obtenue est C 1 sur tout intervalle ne 
contenant pas 0. 
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Systemes 

differentiels 



I Definitions et notations 

Un systeme de p equations differentielles lineaires du premier ordre et a coefficients 
constants est de la forme : 

x[ (t) = an x\(t) H h a\ p x p (t) + b x (t) 



(S) 



■x'p(t) = a p \ xi(f) H h a pp x p (t) + b p (t) 

ou les bj sont des fonctions continues de I dans R. 



On suppose que le nombre d'inconnues est egal a celui des equations. 
Avec 



X(t) = 



-^1 (f) \ 


/a u . 


.. a\ p \ 




: 


■ "= : 


: 


; B(t) = : 


x p (t)J 


\a p i . 


• • ®pp ' 


\b p (t) 



( S ) s’ecrit sous la forme matricielle : 

X\t) = AX(t) + B(t). 
Si B(t ) = 0, le systeme est dit homogene. 



II Systeme homogene 

• Structure des solutions 

L’ ensemble des solutions du systeme differentiel lineaire homogene 

X'(t) = AX(t) (S’) 
est un espace vectoriel de dimension p . 

Toute solution de ( S ) est la somme de la solution generale de (S') et d’une solution 
particuliere de (.S') . 

• Cas ou A est diagonalisable 

Soit A diagonalisable ; notons Ai,. . . ,X P ses valeurs propres et V| , A, V p une base 
de formee de vecteurs propres associes. 
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L'espace vectoriel des solutions du systeme homogene ( S ' ) admet pour base 

(V , ie Al? ,. . . ,V p e Xpt ) . 

Ill Resolution de ( S ) 

• Par reduction de A 

On a A = PRP~ l ou R est diagonale ou triangulaire. 

Si Ton pose Y (f) = P~ l X(t) et C(t) = P~ l B(t), le systeme s’ecrit : 

Y'(t) = RY(t) + C(t). 

On resout ce systeme reduit et on en deduit X(t) = PY (f) . 

Si B(t) ± 0, cette methode necessite le calcul de P' 1 et peut etre penible. 

• Par la methode de « variation des constantes » 

Si (Ci(f),. • • ,C p (t)) est une base de l’espace vectoriel des solutions de (S'), on 

p 

peut poser X(t) — '^u,(t) Ci(t) ou les u ,• sont des fonctions de classe C 1 de I 

i= 1 

dans K. 

• Par la recherche d'integrales premieres independantes 

Si A est une valeur propre de A, comme det(A — XI p ) — 0, il existe une combi- 
naison lineaire, a coefficients non tous nuls, des lignes Li de la matrice A — XI p 

p 

telle que ct, L, = 0 . 

i=i 

En utilisant cette combinaison lineaire a partir des lignes de 




X’ -XX = (A- A I P )X + B 

p 

on obtient une equation differentielle ordinaire qui donne y = a, x, . 

i=i 

Si A est diagonalisable, on obtient ainsi p combinaisons lineaires en x„ d'ou Ton 
deduit les x,. 
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Application 

Resolvez le systeme differentiel : 

x' = 5x — 2y + e r (1) 

( 5 ) 

/ = -x + 6y + t (2) 

Solution 

• Utilisation d'une equation du second ordre (n = 2 seulement) 
En derivant (1) par rapport a f, on obtient : 

- x' — 5x — e r ■ 



x" = 5x' — 2 y' + e f = 5x' + 2x — 12^- 



-2 



2 t + e' 



soit : 



x" — 1 lx' + 2Sx = — 5 e' — 2 1. 

La resolution de cette equation differentielle donne : 

5 , 1 11 

x(t) = 2K\ e 4 ' + K 2 e 7r - — e' - — t - — 



18 

En reportant dans l’equation (1), on obtient alors : 



14 



y(t) = Ki e 4 ' - K 2 e" - — e r - -- 1 - — ■ 



1 



392 



27 



18 



28 



784 



• Ecriture matricielle et elements propres 

( S ) s'ecrit sous forme matricielle X'(t ) = A X(t) + B(t ) avec 



A = 



5 -2 

-1 6 



; x(t) = 



x{t) 

y(t) 



et B(t) — 



Les valeurs propres de A sont Ai = 4 et Xi — l, et les espaces propres associes 



Vect(Ui) et Vect(V 2 ) avec V\ = 



et V 2 



• Recherche d'integrales premieres independantes (n = 2 conseille) 
Avec Ai = 4 : 

x' — 4x = x — 2y + e' 
y' — 4y = -x 4-2 y + t 

Avec \ 2 —1 : 



(x + y)' - 4(x + y) = e' + 1. 



x' — lx = — 2x — 2y + e' 

y'-ly = -x - y + 1 



(x — 2y)' — l{x— 2y) = e’ —2t. 
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Ces deux equations differentielles permettent de calculer x + y et x — 2y ; puis on en 
deduit x et y . 

• Variation des constantes 

La solution generate du systeme homogene X'(t) = A X(t) s'ecrit : 

X = K x e 4 ' Vj + K 2 e 7 ' V 2 avec (Ki , K 2 ) e M 2 . 

Pour resoudre (.S’), on peut introduire deux fonctions u et v, de classe C l , telles que 



x(t) 

y(t ) 



= u(t) e‘ 



At 



+ v(t) e 7 



soit solution de ( S ) . 



En reportant, et en simplifiant, on obtient : 

M '(t) = V 3 ' + V 4f ; 



v'(t) = - e -6 ' 

3 



2 

3 tC 



Par calcul de primitives, on obtient u(t ) et v(t), puis x(t) et y(t). 

• Diagonalisation de A 



Avec la matrice de passage P = 
P-'AP = D = I* ° 



et P~ l = - 



1 (\ 1 



3 V 1 



on peut ecrire : 



En posant X(t) = PU(t) avec U(t) = 
U'(t) — DU ( t ) + P~ 1 B(t ) ce qui s'ecrit : 



u it ) 
v(t ) 



le systeme ( S ) devient 



u\t) — 4 u(t) + - (e f + t ) 
v'(t) = 7v(t) + ^ (e r — 2t). 

II s’agit de deux equations differentielles lineaires du premier ordre. 

Leur resolution et le report du resultat dans X ( 1 ) — PU(t ) donne a nouveau x(l) 
et y(t). 
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Series numeriques 



I Definitions 

et premieres proprietes 

Convergence 

Soit ( u n ) une suite de nombres reels ou complexes. 

- On dit que la serie u n (ou encore la serie de terme general u n ) est convergente 

si la suite (Sn) de terme general : 

N 

Sn = ) u n = wo + u\ + ■ ■ ■ + un 

n = 0 



tend vers une limite finie S. On note S la somme de la serie : 

+oo / N \ 

S = > u n — lim ( > u n ) = lim (Sn) ■ 

t-i N—>+oo \ t—* ) N—t+oo 

n = 0 x n = 0 7 

Sn est appelee somme partielle d'ordre N. 

+oo 

La difference Rn — S — Sn — u n est le reste d'ordre N. C'est l'erreur 

n=N + 1 

commise en rempla 5 ant S par sa valeur approchee Sn- 
- Si la serie u„ n'est pas convergente, on dit qu’elle est divergente. 



Etudier la nature d'une serie, c'est preciser si elle est convergente ou divergente. 
Condition necessaire de convergence 

Si la serie u„ converge, alors le terme general u n tend vers 0. 



Si le terme general u n ne tend pas vers 0, alors la serie 



E 



u n diverge. 



Espace vectoriel des series convergentes 

Si E U n Ct E v n convergent et ont pour sommes respectives U et V alors, pour 
tous nombres, reels ou complexes, a et b, la serie 'y^(au n + bv n ) est convergente 
et a pour somme aU + b V. 
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Convergence absolue 

La serie u n est dite absolument convergente, si la serie \u n | est convergente. 
Si une serie de nombres, reels ou complexes, est absolument convergente, alors elle 
est convergente. Mais la reciproque est fausse. 



II Series a termes positifs 

Caracterisation 

Pour qu'une serie de termes reels positifs converge, il faut et il suffit que la suite 
des sommes partielles soit majoree. 

Comparaison de deux series 

- Theoreme de comparaison 

Soit u I, et v„ deux series telles que 0 ^ u n ^ v„ a partir d'un certain rang. 

Si v„ converge, alors u„ converge. 

Si u„ diverge, alors v n diverge. 

- Utilisation d’equivalents 

Soit et v„ deux series a termes > 0 telles que u n ~ v „ . 

Les deux series sont alors de meme nature, c'est-a-dire qu'elles sont convergentes 
ou divergentes en meme temps. 

- Regie de d'Alembert 

E . . Wfl-j- 1 

u„ une serie a termes strictement positifs telle que admette une 

u n 

limite / quand n tend vers +oo . 

Si / < 1 , la serie converge ; si l > 1 , la serie diverge. 

Comparaison d'une serie a une integrale 

Soit / : [0,+oo[ — > M + une fonction continue, positive et decroissante. 

+oo p +oo 

La serie fin) et fintegrale generalisee / f{x) dx sont de meme nature. 
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Ill Series de reference 



Series geometriques 

La serie de terme general (reel ou complexe) u„ = aq n est convergente (absolu- 
ment) si, et seulement si, \q\ < 1 et on a alors : 



Series de Riemann 



+oo 

aq" — a 

n — 0 1 



y; — converge a > 1 . 



x . 1 

En particulier, la serie divergente > — est appelee serie harmonique. 

‘ J 11 



Serie exponentielle 

La serie de terme general 



— est absolument convergente et Ton a : 
n\ 



1 ^ 

Y- = 

^ n\ 



n = 0 



(z e C). 



IV Series alternees 

Definition 

Une serie u n a termes reels est alternee si son terme general change de signe 
alternativement. 

Si u o ^ 0, on a done u n — (— 1 ) n a„ ou a n = \u n \. 

Critere special des series alternees 

- Theoreme 

Si la suite de termes positifs ( a n ) est decroissante et converge vers 0, alors la 

+oo 

serie alternee 1 )"a„ est convergente. 

n = o 

- Majoration du reste 

Dans les hypotheses du critere special des series alternees, les suites (S 2 n ) et 
(52 h+i ) sont adjacentes. 

+oo 

Le reste Rn = (— 1 ) n a„ est du signe de (— l) w+1 et verifie : 

n=iV+l 

\Rn\ ^ fliv+i- 
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Application 




\ 

\cos f ) ' 



Determinez la nature de la serie de terme general u n = In 



Solution 

7T 7T 

Pour n Js 3, on a ch— > 1 et 0 < cos — < 1 , ce qui entraine u n >0. 
n n 



Lorsque n tend vers +oo, on a : 



in = In 






/ 71-2 / 1 \\ 7T 2 

= 111 ( 1 H +o( — ) ) ~ — 2 - 

' n~ n- ) +°° n A 



La serie a termes positifs u n est de meme nature que — qui est une serie de 

' n 2 

Riemann convergente. 



Application 

u ln " 

Determinez la nature de la serie de terme general u n — 

n! 

Solution 

La serie est a termes positifs. Pour etudier sa nature, on peut utiliser la regie de 
d'Alembert. On a : 

tf "+l _ _j_ e ln 2 (n+l)-ln 2 « 

U„ n + 1 

Comme 

ln 2 (n + 1) — ln 2 n = [in (n + 1) + Inn] [in (n + 1) — Inn] = In (n 2 + n) In (l H — ) 

2 

~ —In n 

+oo n 

on en deduit lim e ln2(,,+1) - ln2 " = 1 , puis lim = 0 < 1 . 

n->oo n— ^oo u n 

D'apres la regie de d'Alembert, la serie u„ est done convergente. 
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Application 



Pour s > 1 , 



on pose £( 5 ) — 



+oo j 

— Calculez lim (s — l)C(s) ■ 

n s s -s-i+ 



Solution 



1 

Soit s > 1 fixe. La fonction / definie sur ]0,+oo[ par f (x) = — est decroissante 

X s 

d'ou : 




1 1 

— dx ^ ^ 

X s n s 




dx ; 



puis en additionnant : 




c'est-a-dire : 



(N + l) 1 "* - 1 
1—5 




En faisant tendre N vers +oo et en multipliant par 5 — 1 > 0, on obtient : 

1 < (5 - 1)C(5) < 5. 

D’apres le theoreme d’encadrement, on a done : 

lim (5 — 1) £(5) — 1 ■ 
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Application 






On considere les suites ( u „ ) et ( v n ) defmies pour n ^ 2 par : 

(-D" „ (-1)" 

u„ = — et v„ = 



V" + (~ D" 

Quelle est la nature des series u n et v n ? 



Montrez que «„ ~ v„ . 

+oo 



• Comme lim — = lim 

n->+o o y n n—>+o o 



l + 



Solution 

(-D 






= 1 , on a bien l’equivalence 



li n ^ V n • 
+oo 



Comme la suite ( —— j est decroissante et converge vers 0, la serie u n est conver- 



gente d’apres le critere special des series alternees. 
• On peut ecrire : 

(- 1 )" 1 (- 1 )" 



1 (~l) n ^ 



(- 1 )" / 1 

1 H -j=- + o I — 

Jn \ Jn 



1 ( l 

— u„ H h o I — 

n \ n 



La serie 



r 1 


/l\l 


-+o - 


_n 


\ n J _ 



, de meme nature que la serie a termes positifs V' - , est 

‘ J n 



divergente. 

La serie v„ etant la somme d’une serie convergente et d’une serie divergente est 
done divergente. 



Cet exercice montre que I'equivalence u n ~ v n n'entraine pas que les series 7 u n et 

+OO * ^ 

v n sont de meme nature lorsque u n et v n ne sont pas de signe constant a partir d'un 
certain rang. 

Vous pouvez aussi remarquer que la serie de terme general v n est alternee et ne verifie 

, , 1 

pas les hypotheses du critere special puisque \ v n = —= n'est pas decroissante. 

V n + (~ 1)" 
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Suites de fonctions 



I Convergences 

(/„) designe une suite de fonctions/,, definies sur un intervalle / de R et a valeurs 
dans K =KouC. 

Convergence simple 

La suite (/„) converge simplement sur I vers une fonction/ de I dans K, si : 

Vie/ lim fn(x) = f(x). 

n — -|-oo 

Convergence uniforme 

/etant la limite simple de la suite (/„), on dit que la convergence de (/,) vers /est 
uniforme sur I si : 

lim ||/„-/||oo = 0 
n — >• -|-oo 

OU II /„ - / Hoc = sup I /„ (X) - fix) I . 
xel 

Le nombre ||/ n — /||oo se calcule souvent avec I'etude des variations de la fonction f„ — f. 
Quand ce calcul est trap difficile, cherchez a minorer ou a majorer. 

La convergence uniforme de (/„) vers / entraine la convergence simple. 

La reciproque est fausse. 



II Proprietes 

Continuity de la limite 

Si la suite (/„) converge uniformement vers /sur I, et si chaque/, est continue sur 
I, alors/est continue sur I. 

Si les f n sont continues sur /, et si f n'est pas continue sur /, alors la convergence n'est 
pas uniforme. 
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O 



II suffit que la convergence soit uniforme sur tout segment inclus dans /, pour que 
/ soit continue sur I . 

Integration de la limite 

Si la suite (/„) converge uniformement vers /sur I, et si chaque/,, est continue sur 
I, alors pour tous a et b dans I, on a : 



Si la suite des derivees (/') converge uniformement sur I, alors la suite (/„) 
converge simplement vers une fonction /de classe C 1 dans I qui verifie : 



Theoreme de la convergence dominee 

Soit (/„) une suite de fonctions continues par morceaux sur I . 

Si ( fn ) converge simplement sur I vers une fonction / continue par morceaux sur 
/, et s'il existe une fonction ip continue par morceaux sur /, positive et integrable 
sur I, telle que pour tout entier n, on ait \f n \ / ip (hypothese de domination), alors 
les fonctions/,, et/sont sommables sur I et 




Si cette egalite n'a pas lieu, alors la convergence n’est pas uniforme. 



Derivation de la limite 

Soit (f n ) une suite de fonctions de classe C 1 dans I, convergeant en un point a e I. 



Vxe/ f'(x) = lim f' n (x). 

n — »-+oo 
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Application 



Pour n e N*, on note/,, la fonction definie sur [0,1] par : 



f n (x ) = rrx (1 — nx ) si 0 ^ x ^ - 

n 

1 

fn(x) — 0 si - < X < 1 

n 



1. Montrez que (/„) converge simplement sur [0,1] vers une fonction/a determiner. 

2. Montrez que la convergence de (/„) vers/n'est pas uniforme sur [0,1]. 



Solution 



1 

1. Pour tout x fixe dans ]0,1], on a/, (x) — 0 des que n verifie n > — ; et par conse- 

nt 

quent lim f„(x) = 0. 
n— >•+ oo 

Pour x = 0, on a toujours /„( 0) = 0, d'oii lim /„( 0) = 0 . 

n — >• +00 

La suite (/„) converge done simplement sur [0,1] vers la fonction nulle/ = 0. 

2. Etudions les variations de la fonction/,, — f — /, . 

1 , , 

Si 0 < x < — on a f„(x) — n (1 — 2 nx) et on obtient le tableau de variation : 




Comme || /, — / 1| ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infini, la convergence de (/„) 
vers/n'est pas uniforme sur [0,1]. 
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Application 

On considere la suite de fonctions /, de R dans R definies par : 

I /,(x) = x 2 sin ( — J six / 0 
\nxj 

M 0)=0 

Etudiez 

1. la convergence simple de (/„) sur R ; 

2. la convergence uniforme de (/,) sur un intervalle [a,b] ; 

3. la convergence uniforme de (/,,) sur R. 




Solution 

1. Rappelons que, pour tout reel u, on a | sin u\ ^ \u\ . On a done : 

VxeR |/„(x)| < — ■ 

11 

On en deduit que lim f n (x) = 0 pour tout xel, e'est-a-dire que la suite (/„) 

/!—»•+ CO 

converge simplement sur R vers la fonction nulle/ = 0. 

2. Un intervalle [u.b] etant donne, on peut poser M = max(|a|,|Z?|) et la majoration 
de la question precedente donne : 

Vx e [ a,b ] |/„(x)| < — 

n 

soit || /„ - f\\ [ £ b] < — • On a done lim \\ f„ - f \\ l £ b] = 0 , ce qui prouve la 

n «— >-+oo 

convergence uniforme de (/„) vers /sur [a,b], 

3. On a || /„ — /||® ^ \f n (n)\ par definition d'une borne superieure. 

9 / 1 \ , 1 

Comme/„(n) = n sin — 1 ~ n x — = 1 tend vers 1 quand n tend vers finfini, 

\n 2 J +°° n 2 

la convergence de (/,) vers /n'est pas uniforme sur R. 
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Series de fonctions 



I Convergences 

Soit ( u n ) une suite de fonctions definies sur un intervalle I. On considere les sommes 
partielles definies par : 

N 

S N (x) = Yu n (x) . 

n = 0 



Convergence simple 

On dit que la serie "Y^ u n converge simplement sur I si la suite (.S'.y) converge sim- 

n 

plement et on note : 



+OO 

S(x ) = u n (x) 

71=0 



lim S N (x) . 

N—>+oo 



Convergence uniforme 

On dit que la serie Y^u n converge uniformement sur I si la suite (S n ) converge 

n 

uniformement sur I. 

Convergence normale 
Definition 

On dit que la serie u„ converge normalement sur I si la serie des normes 

n 

r. ii M «iioo converge. 

n 



Condition necessaire et suffisante 

La serie u n converge normalement sur I si, et seulement si, il existe une serie 

n 

numerique a termes positifs a„ telle que : 

+oo 

Vn e N Vie/ \u n (x)\ ^ a n et Y^, a n convergente. 

n = 0 
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La recherche de a n peut se faire par majoration ou en etudiant les variations de u n . 



Theoreme 

La convergence normale de u„ entraine la convergence uniforme de u„ et, 

n n 

pour tout x e I, la convergence absolue de u n (x) . 

n 



Si vous etes optimiste, pour etudier le mode de convergence d'une serie de fonctions, 
commencez par la convergence normale sur /, ou sur tout segment de /. 

C'est souvent facile a faire, et, si ga marche, c'est un mode de convergence qui entraine 
tous les autres. 



II Proprietes 

Pour une serie u n qui converge uniformement (normalement entraine cette condi- 

n 

tion) sur I, les theoremes sur les suites de fonctions conduisent a : 

• Continuite 

Si les fonctions u„ sont continues sur /, alors la somme S est continue sur I. 

• Integration 

Si les fonctions u n sont continues dans I et si u n converge uniformement sur I, 

n 

alors, pour tous a et b dans I, on a : 

pb / +oo \ +oo / pb 

/ ( ) dx — ^2 ( / Unix) dx 

Ja V „=0 / n=0 V 

• Derivation 

Si les fonctions u n sont de classe C 1 sur I, s'il existe a e I tel que u„ (a) 
converge, et si ^^u' n converge uniformement, alors la somme S est de classe C 1 

n 

sur I et verifie : 

+OO 

Vx e / S'{x) = Y^u' k {x). 

© *=o 
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Application 



Pour tout n e N et x e R, on pose u n {x ) = 



(-D" 

2 ln 



cos 2 nx. 



+OO 



1. Montrez que la serie u n (x) est normalement convergente sur ' 



n= 0 



2. Calculez sa somme. 



Solution 

1. Pour tout n e N et x e 1, on a : \u n (x)\ ^ 

+OQ j +OQ / 1 \ " 

La serie numerique I - ) est une serie geometrique convergente. La 

n = 0 2 ~" ;i=0 V 4 / 



serie u n (x) est done normalement convergente sur K. 

n=0 

+oo 

2. Posons u n (x) . On a : 



n = 0 



m„(x) = Re 



(-D” 
2 2 " ' 



.2i nx 



= Re 



Q 2ix 



Dans C, la serie geometrique 



+oo / g2ix 



n = 0 



est convergente puisque 



— e 
4 



2Lr 



l l 

= - < 1 et a pour somme On a done : 



i + Y 



S(x ) = Re 



i + Y 



= Re 



16 + 4 cos 2x 
(4 + cos 2x) + i sin 2x ) 17 + 8 cos 2x 



Application 



Pour tout n e N et x e R, on pose u n (x) = 



sin x 
ch nx 



1. Montrez que la serie u„ (x) converge simplement sur ' 



f !=0 



2. Montrez que cette serie converge normalement sur [a,+oc[ pour tout reel a > 0. 

3. Montrez que sa somme est continue sur R. 
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Solution 



1. Comme toutes les fonctions u n sont paires, on peut limiter l'etude de la convergen- 
ce simple a x ^ 0. 

Pour x = 0, on a u„ (0) = 0 pour tout n et la serie converge. 

Pour x > 0, on choisit la majoration : 

1 2 

KO)l < -r < — ■ 

ch nx e' ,x 

1 

La serie geometrique de terme general — = (e *)" est convergente puisque 

e nx 

0 < e~ x < 1 pour x > 0. 

+OQ 

La serie u„(x) est done absolument convergente pour tout x reel. 

n = o 

Notons S(x) sa somme. 



2. Soit a > 0. Pour tout x ^ a, on a |m„(x)| ^ 

e «fl 

^ 1 

La serie numerique 2_^ est une serie geometrique convergente. 



n = 0 



+oo 



La serie u „ (x ) est done normalement convergente sur [a,+oc[. 

n = o 

3. Comme toutes les fonctions u n sont continues, la question precedente entraine que 
la somme S est continue sur [a,+oo[ pour tout a > 0. 

Du fait de la parite des u n , on a done la continuite de S sur M*. 

11 reste a etudier la continuite de S en 0. 

En utilisant la majoration | sin u | ^ \u \ , on obtient pour x > 0 : 

2x 2 

0 < |m„(x)| < — ■ 

gll.c 



i i 

Comme > — = on obtient done : 

e nx 1 — e~ x 

n= 0 



0< |S(x)| <^|«„(x)| < - 

n = 0 1 



2x 2 



On a 1 



_ . 2x 2 

e x ~ x, ce qui entraine lim 

o x^o+ 1 — e~ 



= 0 et par consequent 



lim Six) = 0 . Par suite de la parite, on obtient de meme lim S(x) = 0 . 

jt— >-0+ 

On a done lim S(x) = 0 = 5(0) et la fonction S est continue en 0. 

© >-0 
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Series entieres 



I Convergence d’une serie entiere 

Serie entiere 

Une serie entiere est une serie de fonctions de la forme : 

+OO 

T u n (z.) avec u n (z) — a n z " 

n= 0 

ou z est la variable reelle ou complexe et les a„ des constantes reelles ou complexes. 

Lemme d'Abel 

+OQ 

Si la suite (|a„| r") est bornee, alors la serie a n z n converge absolument pour 
tout z tel que |z| < r. «= o 

Rayon de convergence 

Une serie entiere verifie une, et une seule, des trois proprietes : 

- la serie converge uniquement pour z — 0 (on pose R = 0) ; 

- il existe un nombre reel R > 0 tel que la serie converge absolument pour tout z 
tel que |z| < A\ et diverge pour tout z tel que z| > R ; 

- la serie converge absolument pour tout z (on pose R = +oo). 

Determination du rayon de convergence 

- Le nombre R est la borne superieure des ensembles : 

+oo 

{r e R + ; y ~^a„ r" converge} ; {r e R+ ; \a„ \ r n borne}. 

n= 0 

- On determine souvent R a partir de la regie de d'Alembert. 

Si lim = Z |z |*, en ecrivant : /|z| i_ < 1 

«^+oo \u n (z)\ 

on obtient R — 
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Mode de convergence 




+OO 

- La serie a n z" de rayon de convergence R converge absolument dans l'inter- 

n = 0 

valle (ouvert) de convergence ] — R,R[ dans le cas reel ; dans le disque (ouvert) 
de convergence B(0,R) dans le cas complexe. 

Pour kl > R, la serie diverge. 

Si |z| = R, il n’y a pas de resultat general. 

- La convergence est normale, done uniforme, sur tout compact inclus dans le 
disque (ou l’intervalle) de convergence. 



Combinaison Iineaire 

+oo +oo 

Soit y^ a n z n et y^ b n z, n deux series entieres, de rayons de convergence respectifs 

n = 0 n = 0 

R i et R 2 , et de sommes respectives/(z) et g(z). 

+CO 

Pour tous ael et (3 e R, la serie entiere ^(aa s + (3b n ) z n a pour somme 

71=0 

af(z ) + (3g(z) ; son rayon de convergence R est tel que : 

R = min(/?i,^ 2 ) si R\ ^ R 2 
R ^ R\ si R\ = R 2 . 



II Serie entiere d’une variable reelle 

Derivation 

+OO 

Si la serie entiere / (x) — a„ x" a pour rayon de convergence R ^ 0, alors /est 

77 =0 

derivable sur ] — R,R[ et Ton a : 

+OO 

f\x ) = n a„ x n ~ l . 

n= 1 

II en resulte que /est indefiniment derivable sur ] — R,R[. 

Integration 

Si la serie entiere f(x) 
x e] — R,R[ on a : 
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+OO 

= a„ x" a pour rayon de convergence R / 0, pour tout 

n = 0 



rx +oo 

/ f(t)dt = y, 

J 0 n=0 



r n+l 



n + 1 



La serie entiere ainsi obtenue par integration terme a terme a le meme rayon de 
convergence que la serie initiale. 



Ill Developpement d'une fonction 
en serie entiere 

Condition necessaire 

+2^ y(«)( 0) 

Si fix) — > a„ x n , alors/est indefiniment derivable et a„ — 

a n! 

n = 0 

Done, si le developpement en serie entiere de/existe, il est unique. 

Condition suffisante 

Si/est indefiniment derivable sur I =] — R,R[ et s'il existe une constante M > 0 
telle que : 

Wne N Vj k el |/ (,,) (x)| ^ M 

alors/est developpable en serie entiere. 



Developpements de base 



+0 °, x” 



l = yt~ 



n = 0 



ch x = y^ 



+oo 2 n 



sh x = y^ 



n=0 (2 «)! 
+oo 2n+l 



„^(2« + l)! 



+oo 



r n + 1 



In 






n=0 



R = +oo 



= +oo 



= +oo 



= 1 



+oo 



COS X 






r 2n 



n = 0 



+oo 



sin x 



= £<-»" 



(2«)! 



r 2«+l 



«=0 



(2n + l)! 



1 +oo 

— = 

1 — X 



arc tan x 



n = 0 

+oo 2n+l 

= yViy- 

f-f 2n + 1 



R — +oo 



R — +oo 



R = 1 



R = 1 



11=0 
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Application 



Determinez le rayon de convergence de la serie entiere a„ 

ch n 



x 2n ou : 



n= 1 



sh 2 n 






Solution 

Pour determiner le rayon de convergence avec la regie de d'Alembert, calculons 
d'abord un equivalent plus simple de a„ quand n tend vers l’infini. 

2(e" + e"") 2 



On a : a„ — 
On en deduit : 



(e” — e - ”) 2 +°° e n 



|m„+i(x)| 

lim 

n ^°° \u n (x)\ 



— lim 



n-t-oo 



2 e” 
:»+! 2 



-\x\ 

e 



1 0 

On a : |x| 2 < 1 

e 



^ \x | < y/e. 

La serie entiere de l’enonce a done pour rayon de convergence R = ^e. 

Application 

Etudiez la convergence (rayon de convergence et etude aux bornes), et determinez la 
somme S(x), de la serie entiere : 

°° v 2n+l 

E 

n= 1 



4n 2 — 1 



Solution 

• Le rayon de convergence R = 1 s'obtient avec la regie de d'Alembert car : 

|m„ + i(x)| 4n 2 — 1 r . , 

lim ' + ' = lim -r \x\ 2 = |x| 2 . 

n—>oo \u n (x)\ n—>oo 4 (« + l) 2 — 1 



•On a: |«„(1)| = |m„(-1)| = 



1 



1 1 



4n 2 — 1 +oo 2 n 2 



© 
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OO | 

Comme la serie de Riemann ) — converge, la serie entiere proposee est normale- 



n= 1 

ment convergente sur [—1,1], 

• En decomposant en elements simples, on obtient : 

1 - = 

1 2 L 2h-1 



1 



4 n 2 



2 n + 1 



] 



ce qui conduit a decomposer la somme S(x) cherchee avec deux series entieres dont 
le rayon de convergence est 1 : 



1 oo r 2n+l 1 OO 



n=l 
,, 2 / 1+1 



r 2«+l 



2n + 1 



Sachant que > (— 1)" = arctan x, on en deduit : 

h 2n + 1 

S(x ) = -[ — x 2 arctan x — (arctan x — x)] = -[x — (1 + x 2 ) arctan x] . 



Application 

Etudiez la convergence (rayon de convergence et etude aux bornes), et determinez la 

OO X 4 "” 1 

somme S (x) , de la serie entiere : > (—1)" 

z — ( 4 n — 1 

n = 1 

Solution 

• Le rayon de convergence R — 1 s'obtient avec la regie de d'Alembert car : 

|w„+i(x)| 4n — 1 4 4 

lim = lim x = x . 

n^oo \u n (x)\ n—*oo 4n + 3 

1 1 

• Aux bornes on a : «„(— 1) ~ et «„( 1) ~ — Dans les deux cas, la serie 

+oo 4 n +oo 4n 

diverge. 

• Pour x e] — 1; 1[ il reste a calculer S{x) — 



oo x 4n-l 



n= 1 



4 n — 1 



Sur ] — 1; 1[ on sait que S est derivable et que : 

OO | 

S'fx) = x 4 " ~ 2 = x 2 -j j (serie geometrique de raison x 4 ). 

n= 1 



1 — X 4 
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En decomposant en elements simples, on obtient : 

x 2 11 11 1 



1 



4 1 



+ T 



1 



41+x 21+x 2 



Comme de plus S( 0) = 0, on obtient par calcul de primitives : 



1 /I +X 

sm =A— x 



1 

arctan x . 

2 



Application 

Developpez en serie entiere la fonction definie par /(x) = ln(l + x — 2x 2 ). Etudiez 
la validite aux bornes. 



Solution 



Comme 1 + x — 2x 2 — (1 — x)(l + 2x) la fonction / est definie sur ] — — ; 1 [ . On 

1 

peut done parier que le developpement en serie entiere aura - pour rayon de conver- 

1 1 

gence, qu'il sera convergent en x — — et divergent en x — 
i 1 r 

Sur J — 1 [ on peut ecrir e/(x) sous la forme : 

/(x) = ln(l — x) + ln(l + 2x) . 

Avec les developpements usuels on peut ecrire : 

00 x" 

ln(l — x) = — ) — pour x e [— 1; 1[ ; 

‘ J n 



n = 1 



^ (— 2x)" 1 1 

ln(l+2x) = — > pourx e] ; 

f n 

n= 1 



2’ 2 



On obtient done, avec un rayon de convergence et un comportement aux bornes 
conformes aux previsions : 

^ 1)" +1 2"-1 „ 1 1 
/(■«) = V x pourx e] 

‘ J n 



n= 1 



2 2 



On peut aussi calculer d'abord f'{x), decomposer en elements simples, les developper, 
puls integrer. 
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Series de Fourier 



I Serie de Fourier d'une fonction 

Soit/est une fonction r-periodique (T > 0), continue par morceaux sur [0, T) . On 

27T 

note u> — — la pulsation, et a un reel quelconque. 

• Coefficients de Fourier 

Forme reelle (n e N) 

2 r>ot-\-T ^ pot-\-T 

a„ = — I f{t) cos nwt dr ; b n = — I fit) sin nujt dr . 

^ Ja * J a 

Forme complexe in e Z) 

i ra+T 

c n=jj fit)e~ M, dt. 

Passage des coefficients complexes aux coefficients reels 

= c, , + c— n pour n ^ 0 

b„ = i (c„ - c_„) pour « ^ 1 . 

Passage des coefficients reels aux coefficients complexes 

a 0 a„ — i b n a„ + i b„ 

co = y et pour n ^ 1 : c„ = ; c_„ = 



Serie de Fourier d'une fonction periodique 



On associe a/une serie qui, lorsqu'elle converge, definit une fonction S periodique 
de periode T. 

Forme reelle 



Sit) 



Forme complexe 



OQ 

2 



+oo 

+ (a n cos nujt + b n sin nujt) . 

n = 1 



+OQ 

sit) = j2 c « e ' nuJ1 ■ 



— oo 
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Fonction C 1 par morceaux 




On dit que/est C 1 par morceaux sur le segment [ a,b ] s'il existe une subdivision 
a 0 = a < a\ < ■ ■ ■ < a p = b telle que : 

-/ de classe C 1 dans chaque intervalle ]a,,a i+i[ O' =0,...,p- 1), 

-/(f) et f'(t) possedent une limite en chaque extremite de ces intervalles, notees 
/(a, et/'(a !+ ). 



Proprietes 

Parite 

Si /est une fonction paire, pour tout n on a b n = 0, soit c„ = c_„. 

Si /est une fonction impaire, pour tout n on a a„ — 0, soit c n — — c_„. 

Coefficients de Fourier dime derivee 

Si /est continue et C 1 par morceaux sur [0, 7’] , les coefficients de Fourier de/et/' 
sont relies par : 

Forme complexe : 

VneZ c„(/') =inuc n (f) ; 

Forme reelle : 

WneW a n (f) = nuib n (f) et b„(f) = -nuja„(f). 



II Convergence de la serie de Fourier 
d’une fonction 



© 



Theoreme de Dirichlet 



Si /est T-periodique et C 1 par morceaux sur [0,7’], alors la serie de Fourier de/ 
est convergente et sa somme S verifie : 



Vf e R 



S( ,) = 



De plus, la convergence est normale (done uniforme) sur tout segment ou la fonction 
est continue, ou sur K si /est continue sur M. 



Remarquez que si f est continue en un point to, alors S(f 0 ) = f(t 0 ) . 



• Formule de Parseval 

Si /est continue par morceaux sur un segment de longueur T on a : 



1 

T 




U(t)l 2 dt 



9 1 +00 +00 

(?) = E 

n = 1 — oo 



Cn I 
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Application 



+oo • 2 

sin nx 

Montrez que : | sin x \ = A > 7 ou A est un coefficient a determiner. 



n= 1 



4 n 2 — 1 



Solution 

La fonction definie par f(x) = | sin x| est periodique de periode T — tt, continue et 
C 1 par morceaux sur K. Elle est done developpable en serie de Fourier sur R. (et la 
convergence est normale). 

Determinons les coefficients sous la forme reelle car, la fonction / etant paire, on a 
b„ = 0 pour tout n. 

2 ^ 



sin t cos (2 nt) dr 



/ 

1 r 71 

— / [sin (2 n + 1) t — sin (2 n — l)rl dr 
TT JO 



2n 

car LO = — =2 
T 



car sin a cos b — - [ sin {a + b) + sin (a — £>)] 



cos ( 2 n + l)r cos ( 2 n — l)r 



2 n + 1 



2 n - 1 



(— 1 ) 2 «+' - 1 (- 1) 2 "- 1 - 1 



2n + 1 



2n - 1 



2 


■ i 


1 ' 


7 r 


2n + 1 


2n - 1 _ 



-4 



r et an = — ■ 

7 r( 4« 2 — 1) 7 T 



D'apres le theoreme de Dirichlet, on a done pour tout x reel : 

+oo , Q +oo 

7T ' 



sin x 



2 4 cos 2nx 2 4 1 8 sin 2 nx 

7T TT 4« 2 — 1 7T 7T 4 n 2 _ J ^ 4^2 _ J 

«= 1 «=1 «=1 



On utilise la formule cos 2a = 1 — 2 sin 2 a et on decompose la serie de Fourier en 
somme de deux series convergentes car la premiere de ces series est convergente. 



En evaluant les deux membres de fegalite ci-dessus en x — 0, on deduit : 

Q +00 



sin x\ 



+°° sin 2 nx 8 

— soit A = -■ 

7 r A — i 4 n L — 1 7 r 

n= 1 
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Application 



r*27T 



r- 

Soit/une fonction de classe C 1 , 27r-periodique, et telle que / /(f) df = 0 . 

Jo 

Montrez que : 



/»27T /» z 

/ / 2 (f)df</ /' 2 (f)df. 

Jo Jo 



f27T 



Dans quel cas a-t-on l'egalite ? 



Solution 

Notons a n (f) et /?„(/) les coefficients de Fourier reels de la fonction / et a„(f) 
et b n if) ceux de la fonction f. 

La fonction / etant de classe C 1 , on peut appliquer la formule de Parseval aussi bien 
a/qu’a/'. 

On a toujours ao(/0 = 0 et, ici, on a fait l’hypothese que ao(/) = 0. On a done, en 
utilisant les relations entre les coefficients de Fourier d’une fonction et de sa derivee : 

i r>27T oo 

f(t) dt = Y / [a 2 n (f) + b 2 n (f)] 

n JO n = 1 

i r>27T oo oo 

- / f'\t) df = £ [fl 2 (/') + £ 2 (/')] = £« 2 [a 2 (/) + bl(f)\ 

71 n= 1 b=1 



On en deduit : 



f f 2 (t ) df < f 

Jo Jo 



27 r 

/ 2 (f)df< / /' 2 (f)df. 



L'egalite dans cette inegalite signifie que V"Vn 2 — 1) [a 2 (/) + i> 2 (/)] = 0 , e'est-a- 

n=2 

dire : a n (f) = b n (f) = 0 pour tout n ^ 2. 

Dans les hypotheses de l’exercice, la fonction / est egale a la somme de sa serie de 
Fourier. II reste done dans l’egalite resultant de l’application du theoreme de Dirichlet : 

/(f) = a\ cos t + b i sin f . 

Reciproquement, les fonctions de ce type conduisent a l'egalite dans l'inegalite de 
l'enonce. 



© 
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24 Topologie de R" 



I Norme sur un espace vectoriel 

• Definition 

On appelle norme sur un R -espace vectoriel E toute application N, de E dans R, 
qui verifie : 

Vx e E N(x) ^ 0 et N(x) = 0 x = 0 ; 

Vx e £ VAeR IV(Ax) = |A|iV(x); 

Vi e £ Vy e E N (x + y) ^ N(x) + N(y) (inegalite triangulaire). 

On emploie generalement la notation ||x|| pour N(x), qui rappelle 1' analogic avec 
la valeur absolue dans R ou le module dans C . 

Propriete 

Vx e £ VyeE |||jc|| - ||y||| < |]x - y|| < ||x|| + \\y\\ . 

Normes classiques 

Sur R”, on utilise indifferemment les trois normes classiques suivantes, definies 
pour X = (xi,. . . ,x„) par : 

n n 

IIA'Iloo = sup{|xi | , . . . ,\x n \} ; ||X||i = 2>| ; ||X|| 2 = ■ 

i = i \ i = i 

II Parties remarquables de R n 

Boules 

Dans R” muni d’une norme, on appelle : 

- boule ouverte de centre A e R" et de rayon r > 0, l’ensemble : 

B(A,r) = {Ie R" ; ||X - A\\ < r}, 

- boule fermee de centre A e R" et de rayon r > 0, l’ensemble : 

B*(A,r) = {X e R" ; ||X-A||^r}. 
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Parties bornees 

Une partie D de R" est bomee si l'ensemble des reels ||X — L|| , ou X et Y sont des 
vecteurs quelconques de D, est borne. 

D est bornee si, et seulement si, il existe une boule qui la contient. 

Parties ouvertes, parties fermees 

- Soit D une partie et A un vecteur de R". 

On dit que A est un point interieur de D s'il existe une boule B(A ,r) , avec 
r > 0, contenue dans D. 

On dit que A est un point frontiere de D si toute boule B(A,r), avec r > 0, 
contient au moins un vecteur de D et un vecteur qui n'appartient pas a D. 
L'ensemble des points frontieres de D est appelee la frontiere de D. 

On dit que A est un point adherent a D si toute boule B(A,r), avec r > 0, 
contient un point de D. 

Les points adherents a D sont les points de D et les points frontieres de D. 

- On dit qu'une partie de R" est ouverte si elle ne contient aucun point de sa fron- 
tiere, c'est-a-dire si elle est egale a l’ensemble de ses points interieurs. 

- On dit qu'une partie de R" est fermee si elle contient tous les points de sa fron- 
tiere. 

- On dit qu'un point A de /) est isole si Ton peut trouver une boule de centre A ne 
contenant pas d' autre point de D que A . 



© 
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Application 

Soit B(a,r) une boule ouverte relative a une norme de R". Montrez que c'est une 
partie convexe, c'est-a-dire que si x et y sont deux elements quelconques de B(a,r), 
le segment d'extremites x et v est inclus dans B(a,r). 

Solution 

Le segment d'extremites x et y est l'ensemble des elements de R" de la forme 
z = tx + (1 — t)y avec t e [0; 1], 

On veut montrer que, si ||x — a || < r et ||y — a|| < r, alors || z — a|| < r. 

On a : z — a = t (x — a) + (1 — f)(y — a) . 

D'apres les proprietes d’une norme, on a done : 

||z — a\\ ^ t ||x — a\\ + (1 — OHy — a || < tr + (1 — t)r soit ||z — a|| < r. 

Application 

Dessinez les boules fermees de centre O et de rayon r relatives a chacune des trois 
normes classiques de R 2 . 



Solution 

• Soit Bq( 0 ,r) la boule fermee de centre O et de rayon r relative a la norme 
IIUl,X 2 )||oc = sup (|xi|,|x 2 |) ■ 

On a alors : 

(x,y) e B%(0,r) sup (|x|,|y|) < r |x| < r et |y| < r. 

Bq( 0 ,r) est done l’intersection des deux bandes definies par : 

—r^x^r et —r^y^r. 

• Soit B*(0,r) la boule fermee de centre O et de rayon r relative a la norme 
II (*1 ,* 2 ) Hi = |xi| + |x 2 |. On a alors : 

(x,y) e B*(0,r) |x| + |y| < r 

Dans le premier quadrant, la condition s'ecrit x + y 0 r, ce qui est fequation du demi- 
plan limite par la droite x + y — r e t contenant l’origine. On obtient ainsi un triangle. 
Puis on complete par symetrie par rapport aux axes puisque la quantite |x| + |y| est 
invariante quand on change x en — x ou y en — y. 
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• Soit B|((9,r) la boule fermee de centre O et de rayon r relative a la norme 

11 (^ 1 ,^ 2)112 = yJxj+X%. 

On a alors : 



(x,y) e B%(0 ,r) yjx\ + x\ < r «==>• x\ + x\ r 1 . 

B^iO ,r) est done le disque de centre O et de rayon r. 

• Graphiques 





Seule la troisieme boule permet de jouer a la petanque! Le mot « boule » a done ici un 
sens plus general que dans la vie courante. 
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Fonctions 
de plusieurs 
variables 



Pour simplifier, les enonces seront donnes dans le cas de deux variables. 

I Definitions 

Fonction de deux variables 

Une fonction/, definie sur une partie D de R 2 et a valeurs reelles, fait correspondre 
a tout vecteur X de D un reel unique f (X). 

X se note ( x,y ) ou (xi,X2). 

L'ensemble des points de R 3 : 

S = {{x,yj(x,y)) ; (x,y) e D) 

est la surface representative de/; c’est l’analogue de la courbe representative d’une 
fonction d’une variable. 

Fonctions partielles 

Soit /une fonction de D C R 2 dans R et A — (01,02) un point interieur de D. Les 
fonctions : 

Xi 1-^ f(x\,a 2 ) et X2 i—> / (o 1 5X2) 

definies sur un intervalle ouvert contenant respectivement U\ et a 2 , sont appelees 
les fonctions partielles associees a/au point A. 

Lignes de niveau 

Soit k e R ; l’ensemble {(x,y) e D ; f(x,y) = k } est la courbe de niveau k de 
la fonction /. 

II Limite et continuite 

Limite en un point 

Soit D une partie de R 2 sans point isole, 

A un point adherent a D, 

et / une fonction a valeurs reelles dont le domaine de definition est D, prive 
eventuellement de A . 
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On dit que / a pour limite / au point A si : 

Ve > 0 3r > 0 (X e D et ||X — A|| < r) =>■ \f(X ) — l\ < e . 
L'existence et la valeur eventuelle de la limite sont independantes de la norme 
choisie dans R 2 . On dit que les normes de R 2 sont equivalentes. 

Lorsqu'elle existe, la limite est unique. 



Continuite 

Soit/une fonction de D C R 2 dans R. On dit que/est continue en A e I) si/pos- 
sede en A une limite egale a f(A). 

Si/est continue en chaque element de D , on dit que/est continue sur D. 

Remarques 

Si / est deftnie en A et possede une limite en ce point, cette limite est 
necessairement egale a f(A), et/est alors continue en A. 

Si /a pour limite / en A, la restriction de/a toute courbe continue pas- 
sant par A admet la meme limite /. La reciproque est fausse. 

Operations algebriques 

Comme pour les fonctions d'une variable, la somme, le produit, le quotient (lorsque 
le denominateur ne s'annule pas) de deux fonctions continues sont continus. 



Ill Composition 

des fonctions continues 

• Generalisation 

Si /est une application de D C R 2 dans R 2 , la definition de la limite en un point 
A se generalise en remplagant \f(X) — l\ par ||/(X) — /||. 

II en est de meme pour la continuite. 

L' application /peut s'ecrire : 

X = (xi,x 2 ) e D i — > f(X) = (/i(xi,x 2 ),/ 2 (xi,x 2 )) e R 2 . 

Elle est continue si, et seulement si, les deux applications cooordonnees/i et/ 2 , qui 
vont de D dans R, sont continues. 

• Continuite d'une fonction composee 

Soit/une application de D C R 2 dans R 2 , continue en Xq e D, 
g une application de/(Z3) C R 2 dans R, continue en/(Xo), 
alors l'application go /, de D dans R, est continue en Xq. 
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si (x,y) / (0,0) 



Applicatio 



Soit /la fonction de R 2 dans R definie par : 



f(x,y) 
/( 0 , 0 ) 



x tan y — y tan x 
x 2 + y 2 

0 



Etudiez la continuite de/en (0,0). 



Solution 



Pour etudier la limite dc f(x,y) lorsque (x.y) tend vers (0,0), nous allons utiliser le 
developpement limite de la fonction tangente au voisinage de l'origine qui peut 
s'ecrire : 

M 3 , 

tanu = u H h u e(u) avec lim e(w) = 0 . 

3 u-y o 

Avec cette notation, on a : 



f(x,y) 



-(xy 3 — yx 3 ) + xy 3 e(y) — yx 3 e(x) 
x 2 + y 2 



Choisissons la norme euclidienne ||(x,y)|| = -^/x 2 + y 2 . 

On a la majoration : 

\f(x,y)\ ^ x 2 + y 2 {\} xy \ y2+ \\ xy \ xl+ l-fy||£(y)|y 2 + |yx||e(x)|x 2 ^ 

< \xy\ Q + |e(y)| + |e(x)|^ < ||(x,y)|| 2 Q + |e(y)| + |e(x)|^ 

On en deduit que lim f(x,y) — 0 , ce qui prouve que /est continue en (0,0). 

(jc,y)-K0,0) 



La majoration \f(x,y)\ 



sj 2 



\xy\ 

x 2 + y 2 



ne permettait pas de conclure. 
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Application 




Soit/la fonction definie sur R 2 par : 

fU ' y) = - 2 X + 3y= “ (X ' y> * ( °' 0) 

/( 0 , 0 ) = 0 

1. Montrez que la restriction de fa toute droite passant par l’origine est continue. 

2. Montrez que la fonction /n'est pas continue a l’origine. 



Solution 

Remarquons tout d’abord que la fonction est bien definie dans R 2 puisque 

x 4 - 2 x 2 y + 3j 2 = (x 2 - y) 2 + 2y 2 

ne s’annule qu’en (0,0). 

1. La restriction de/aux droites x = 0 et _v = 0 est la fonction nulle. 

La restriction de/a la droite y = mx, avec in f 0 , donne : 

mx 

^ - 2mx + 3w- 

et tend vers 0 quand x tend vers 0. 

Comme /( 0,0) = 0, la restriction de / a toute droite passant par l’origine est done 
continue. 

2. Considerons la restriction de/a la parabole y = x 2 . On a : 

0 x 4 1 

f(X - X > = Si = 2 

Par consequent, f(x,x 2 ) ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0. 



Pour prouver qu'une fonction de plusieurs variables n'admet pas de limite en M 0 , il suffit 
d'expliciter une restriction a une courbe continue passant par M 0 qui n’admette pas de 
limite, ou deux restrictions qui conduisent a des limites differentes. 

Mais pour prouver I’existence d'une limite, il faut considerer le cas general. 

Dans le cas de deux variables, lorsque (x, y) tend vers (0,0), il peut etre interessant de 
passer en coordonnees polaires. 
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26 Calcul differential 



Pour simplifier, les enonces seront donnes dans le cas de deux variables. 
Soit/une fonction a valeurs reelles definie sur une partie ouverte D de R 2 . 

I Derivation d’ordre 1 

Derivees partielles premieres 

Soit (xo, Vo) e D. Les derivees partielles de/en (xo,.Vo) sont les derivees des fonc- 
tions partielles : 



^(x 0 ,y 0 ) = lim 
3x h-*- 0 

3 / 

-g-(xo,yo) = I™ 

3y *-► o 



Fonction de classe C 1 



f(xo + h,y 0 ) - f(x 0 ,y 0 )_ 
h 

f(x 0 ,y 0 + k) - f(x 0 ,y 0 ) 
k 



3 / 3 / 

Si les fonctions derivees partielles — et — sont continues sur D, on dit que/est 

dx 3 y 

de classe C 1 sur D. 



Derivees des fonctions composees 

- Cas M -> R 2 — >■ M 

Soit/une fonction de deux variables admettant des derivees partielles premieres. 
Si x et y sont deux fonctions derivables de R dans R, alors la fonction de M dans 
R definie par g(t) — f(x(t),y(t)) est derivable et : 

g'(t) = j-(x(t),y(t)) x x'(t) + 'jt-(x(t),y(t)) x y'(t) 

- Cas R 2 R 2 -> R 

Si /est une fonction des deux variables x et y, elles-memes fonctions des deux 
variables u et v, on peut definir la fonction composee : 

g(u,v) = f(x(u,v),y(u,vj) 

et ecrire, lorsque les diverses derivees partielles qui interviennent sont definies : 

3 g 3/ / \ dx 3/ / \ 3v 

— (m,v) = —lx(u,v),y(u, v) ) x —(u,v) + —lx(u,v),y(u,v) 1 x —(u,v) ; 
ou ox \ / ou oy \ / ou 
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3 g 3/ , , dx 3/ , , 3y 

— = — (x{u,v),y{u,v)) x — (h,u) + — (x(w,u),;y(w,t;)) x — (m,u). 

dv dx dv dy dv 

Vecteur gradient 

Le gradient de/en (xo,yo) est le vecteur dont les composantes sont les derivees par- 
tielles premieres. II est orthogonal a la courbe de niveau de/passant par (xo.yo). 



II Derivees partielles d'ordre superieur 



Definition 

Si les fonctions derivees partielles admettent elles-memes des derivees partielles en 
(x 0 ,y 0 ), ces derivees sont appelees derivees partielles secondes, ou derivees par- 
tielles d'ordre 2, de/en (xq, vo)- On les note : 



3 2 f 



3 / 3 / 



= — I tt- (^o-yo) ; 



dx 2 

3 2 f 



dx \ dx 



3 2 f d (d f\ 



dxdy 



9 / Qj- 

(■^o-yo) = — ( K-^o-yo) ; 



3 2 f , d ( 3/ 

TT^-( X 0,}’0) = — I — 
dy ax dy \ dx 



(x 0 ,y Q ). 



Les derivees partielles d'ordre superieur a 2 se definissent par recurrence de fa 5 on 
analogue. 



Fonction de classe C k 

Si les fonctions derivees partielles d'ordre k sont continues sur D, on dit que/est 
de classe C k sur D. 

Si les derivees partielles de tous ordres existent, /est dite de classe C°° sur D. 



Theoreme de Schwarz 

3 2 f d 2 f 

Si au moins une des derivees partielles et est continue en (xq, j ! o), alors : 

dxdy dydx 

3 2 f 3 2 f 

^-^-(.X 0 ,y 0 ) = -r-r-(x 0 ,yo) ■ 
dxdy dydx 



III Differentielle 

• Fonction differentiable 

On dit que/est differentiable en (xo,yo) s’il existe des constantes reelles A et B 
telles que : 

fix o + h,y Q + k) - f(x 0 ,yo) = Ah + Bk + \\(h,k)\\e(h,k) 

avec lim e(h,k) = 0. 

(A,*)-K0,0) 
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3 / 3 / 

Dans ce cas, onaA= — (xo,yo) et B — — (xo,yo) et on note : 
dx dy 

3 / 3 / 

df = — dx+ — dv 
J dx dy ' 

Theoreme 

Si/est differentiable en (xo,yo), alors/admet des derivees partielles en (xo,yo)- 
Si/est de classe C 1 au voisinage de (xo,.yo), alors/est differentiable en (xo,yo)- 

Les deux reciproques sont fausses. 

Derivee dans une direction 

La derivee de/en (xo, Vo) dans la direction du vecteur unitaire 1 1 (a, 6) est : 

3/, /(x 0 + ta,y 0 + t(J) - f(x 0 ,yo) 

(x o,yo) = lim 

dlt f ^° t 

Lorsque/est differentiable, cette limite existe et vaut : 

3 / — ► ^ 

(xo,Jo) = grad/(x 0 ,y 0 ) ■ u . 
dli 

Cette derivee directionnelle est maximum dans la direction du gradient et vaut 
alors ||grad/(x 0 ,yo)ll- 



IV Fonctions implicites 



Soit /une fonction de classe C 1 dans un ouvert I) C R 2 et Cl la courbe de niveau 
f(x,y) = k. 

3 / 

A tout point ( xo,yo ) e Ck tel que — ( xo,yo ) 0, on peut associer un intervalle 

dy 

ouvert I contenant x (l et une fonction tp de I dans K telle que : 

Vx e I y = tp(x) f(x,y) = k. 

De plus, ip est de classe C 1 sur I et sa derivee est donnee par : 



ip'(x) = - 
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Application 

Soit/la fonction definie sur R 2 par : 



f(x,y) = xy 

/( 0 , 0 ) = 0 



2 2 
— y L 

x 2 + y 2 



si (x,y) ± (0,0) 



Montrez que/admet des derivees partielles secondes en tout point. 

a 2 / a 2 / 

Que pouvez-vous deduire du calcul de (0,0) et de (0,0) ? 



dxdy 

Solution 



dydx 



Si Ton considere un point Mo distinct de l'origine, il existe une boule de centre Mo dans 
laquelle/est donnee seulement par la premiere expression. Comme il s'agit d’une com- 
posee de fonctions derivables autant de fois que Ton veut, / admet des derivees par- 
tielles secondes en Mo. 

Dans tout voisinage de (0,0), les deux expressions de / interviennent et on doit reve- 
nir aux definitions : 

3/ , n m ,. f(x,0) - /(0,0) A ,. / (0,y) — / (0,0) n 

— (0,0) = lim = 0 ; — (0,0) = lim = 0 

dx jc^o x 9 y y 

On va avoir aussi besoin du calcul pour (x.y) ^ (0,0) : 



x 4 + 4x 2 y 2 - y 



3 / 



3 /, 



4x 2 y 2 - y 4 



; Ty^ ) = x - 



On en deduit : 



3 / 3 / 

a 2 / ^’ 0) -a^°’ 0) x-o 

— —(0,0) = lim ^ = lim = 1 

dxdy x x 



3 f df 

d 2 f f(o,y)-^(o,o) 

— L(0,0) = lim ^ 

dydx y->o y 



y 



d 2 f a 2 / 

Comme - — —(0,0) =f= (0,0), le theoreme de Schwarz permet de conclure que 



dxdy 



dydx 



3 2 f a 2 / 

les derivees secondes — - — et — - — ne sont pas continues en (0,0). 
dxdy dydx F 



Le theoreme de Schwarz a ete publie en 1873. L'exemple de I'exercice est du a Peano 
(1858-1932). 
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Application 

Soit U =]0,+oo[xR. Determinez toutes les fonctions/, C 1 sur U , qui verifient : 

9/ 9/ > m 

dx dy x 



Solution 

L'introduction des coordonnees polaires : 

x = p cos 9 et y = p sin 9 

7 r 7T 

nous permet de considerer la fonction g definie sur ]0,+oo[x] — — , — [ par : 

g(p,0) = 

Pour determiner l'equation verifiee par les derivees partielles de g, il est preferable de 
calculer les derivees partielles de/pour pouvoir substituer dans l’equation donnee. 



9/ 


dg dp dg d9 


Jg 

cos 6 

d P 


sin 


9dg 


dx 


dp dx d9 dx 


p 


d9 


9/ 


dg dp dg d 9 

dpdy + d9dy 


sin 9 b 

dp 


cos 


Odg 


dy 


p 


d 9 



La fonction / verifie (1) si, et seulement si, la fonction g verifie : 



p cos 9 



cos 0 — 
dp 



sin 9 dg 
~p~39 



+ p sin 9 



sin 9 b 

d P 



cos 9 dg 
p d9 



= tan 9, 



soit apres simplication : 



p— = tan 9 
dP 



En integrant l’equation (2) par rapport a p on a : 



g(p,9) — In p x tan 9 + <p(0) 



(2) 



ou est une fonction quelconque de classe C 1 . 

En revenant a/, on obtient la solution generate de (1) : 



fiX,y)= h ln ( * 2 + )> 2 ) + ^(£) 

ou ip est tine fonction C 1 de R dans R. 
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Application 

Montrez que l'equation : 

x 3 + A xy + z 2 - 3 yz 2 -3 = 0 

permet d’exprimer z en fonction de (x, v) au voisinage de (1,1,1). 

Calculez alors — (1,1) et — (1,1). 

3x dy 




Solution 



Soit/la fonction definie sur R 3 par/(x,y,z) = x 3 + Axy + z 2 — 3 yz 2 — 3 . 
/possede des derivees partielles continues : 



, df , 3/ 

— (x,y,z) = 3x" +4 y ; ~^-{x,y,z) — Ax - 3z 2 ; x,y,z ) = 2 z — 6yz 

dy 



3/ 

st 1 



3 z 



et au point ( 1 , 1 , 1 ) , on a : 



3 / 3 / 3 / 

(1.1.1) = 7 ; — — (1,1,1) = 1 ; -T- (1,1,1) = —A. 
dx dy dz 

3 / 

Puisque /(1,1,1) = 0 et — (1,1,1) ^ 0, le theoreme des fonctions implicites nous 

dz 

assure qu’on peut exprimer z en fonction de (x, v) dans un voisinage de (1,1,1) et que : 



dz 

dx 



(U) 



9/ 

dx 



(U.l) 



Bf 

dz 



(U.l) 



7 

4 



dy 



3/ 

tfa.u) 

dy 

3/ 

^-(U.D 

dz 



1 

a' 
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Optimisation 
d'une fonction 
de plusieurs variables 



I Generalites 

Definitions 

Soit/une fonction numerique definie sur D C R". 

/ admet un maximum (resp. minimum) global (ou absolu) en a e D si 

WxeD f{x) < fia) (resp .fix) & fia)). 

/admet un maximum (resp. minimum) local (ou relatif) en a e D s'il existe une 
boule de rayon non nul B(a,r ) telle que : 

Vx € B(a,r) D D fix) < fia) (resp .fix) ^ fia)). 

Existence d'un minimum et d'un maximum globaux 

Si D est ferme (c'est-a-dire contient sa frontiere) et borne et si/est continue, alors 
/admet un maximum et un minimum globaux atteints au moins une fois. 



II Extremum local 

Condition necessaire d'extremum local 

Si /presente un extremum local en a — (xo,yo) et est de classe C 1 en ce point, 
alors : 

V/ ~^—{a) = 0 ou encore grad/(a) = 0 . 

3 Xi 

Un point verifiant cette condition est appele point stationnaire, ou point critique, 
de/. 
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Condition suffisante d'extremum local (cas de 2 variables) 

Soit/une fonction de classe C 2 sur un ouvert D C K 2 et (xo,yo) un point station- 
naire ; posons : 

3 2 f 3 2 f 3 2 f 

R=^ J r(xo,yo) ; s = —^-(x 0 ,yo) ; r = — 4(x 0 ,y 0 )- 

dx L oxoy oy A 

On a alors : 

-si S 2 - RT < 0, /presente un extremum relatif en (xo , Vo ) ; il s'agit d'un maxi- 
mum si R < 0 et d'un minimum si R > 0 ; 

- si S 2 - RT > 0, /presente un point-selle (ou point-col) en (xo,yo) ; ce n'est pas 
un extremum ; 



Le mot col vient de I'exemple de la fonction altitude et de la configuration (idealisee) d'un 
col de montagne : minimum de la ligne de Crete, maximum de la route, sans etre un extre- 
mum du paysage. 

Le mot selle vient de I'exemple d'une selle de cheval. 

- si S 2 — RT = 0, on ne peut pas conclure a partir des derivees secondes. 

Etude directe 

Apres avoir determine un point stationnaire (xo,yo), on peut aussi etudier directe- 
ment le signe de la difference 

D(h,k) = f (x 0 + li,y 0 + k) - f(x 0 ,yo ) ■ 

Si cette difference est de signe constant pour h et k voisins de 0, il s'agit d’un 
extremum local (un maximum si D < 0, un minimum si D > 0). Sinon, il s'agit 
d'un point-col. 

Mieux, si le signe est constant pour li et k quelconques, alors l'extremum est glo- 
bal. 



© 



FICHE 27 - Optimisation d'une fonction de plusieurs variables 143 



Application 

Etudiez les extremums de la fonction / definie sur R 2 par : 

f(x,y ) — x 4 + y 4 — 2(x — y) 2 . 



Solution 

• Comme la restriction /(x,0) = x 4 — 2x 2 peut tendre vers +oo, il n'y a pas de maxi- 
mum global sur R 2 . 

• Comme R 2 est ouvert, un extremum relatif de /verifie les conditions necessaires : 



— = 4x 3 — 4(x — y) = 0 
dx 



— = 4 y 3 + 4(x - y) = 0 
dy 



x 3 + y 3 = 0 
x 3 — (x — y) = 0 



x = — y 
x 3 — 2x — 0 



Les points critiques sont done : (0,0), (y/2, — y/2), (—y/2,y/2). 
Pour les etudier, calculons les derivees secondes : 



R = 



a 2 / 

dx 2 



= 12x 2 - 4 



5 = 



9 2 / 

dxdy 



= 4 



d 2 f 

T = Wy = n y 2 -4- 



• En (0,0), on a S 2 — RT =0. On ne peut done pas conclure avec les derivees 
secondes. 

Examinons le signe, au voisinage du point etudie, de deux restrictions : 

/(x,x) = 2x 4 >0 et f(x,—x) = 2x 4 — 8x 2 — 8x 2 < 0. 

Les signes etant differents, le point (0,0) n'est pas un extremum. 

• En (a/ 2, — \/2), on a S 2 — RT < 0 et R > 0. II s'agit done d'un minimum local dont 
la valeur est /(V 2,— V2) = —8. 



Avec des transformations algebriques, on peut obtenir : 

f(x, y) + 8 = (x 2 - 2 f + (y 2 - 2) 2 + 2(x + y) 2 ^ 0 . 

II s'agit done d'un minimum global. 

• En (— y/2,y/2), le resultat est identique car/(x,y) = /(— x,— y) . 
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Application 

Etudiez les extremums de la fonction / definie sur R 3 par : 




Solution 



Comme la restriction /(0,0,z) = — z peut tendre vers +oo ou vers — oo, il n'y a pas 
d'extremum global sur R 3 . 

Un extremum relatif de/verifie les conditions necessaires : 



Pour etudier la nature du point critique obtenu, nous pouvons etudier le signe de 
f (x,y,z) — /( 1,1, — 1) lorsque x est voisin de 1, y voisin de 1 et z voisin de — 1. 
Mais il est plus interessant de considerer la difference 



avec h, k et Z voisins de 0. 



De cette fagon, vous disposez d'une verification : les termes de degre 1 en h, k et / doi- 
vent disparaitre. 

II vous reste a transformer Af si vous pensez qu'il s'agit d'un extremum, ou fournir des 
restrictions qui se contredisent si vous pensez que ce best pas un extremum. 



Ces restrictions a deux courbes continues passant par l'origine, qui donnent des signes 
differents, prouvent que le point (1,1, — 1) best pas un extremum. 



— = x + yz = 0 

dx 






h 2 

A f(h,k,l) = f(l+h,l+k-l+l) - /( 1,1, — 1) = kl + hl-hk + hkl + — 
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Fonctions definies 
par une integrate 



I Cas de I’integrale definie 

Existence et continuite 

Soit/une fonction de deux variables, continue sur [a,b\ x [c,d] ; alors la fonction 

f d 

F definie par F(x) — / /(x,r) dr est continue sur [a,b] et 

l F(X) ^ = lAl f(x,t ) dr^dx = Kl f(x,t ) dv^dr . 

Derivabilite 

3 / 

Si/et — sont continues sur [a,b] x [c,d] , alors F est derivable sur [a,b] et on a : 
dx 

F '(x)= f j-(x,t)dt. 

Jc OX 

Si de plus, u et v sont des fonctions de classe C 1 de [ a,b ] dans [c,d\, alors la fonc- 



tion G definie par G(x) — 



rv(x) 

J u(x ) 



f(x,t ) df est derivable et 



r'W 3 f 

G'(x)= / 7 — (_v,r) dr + f(x,v(xf) v'(x) — /(x,m(,y)) u'{x) . 

Ju(x) dx 



II Cas de Tintegrale generalisee 



Soit/une fonction de deux variables, continue sur / x]«,+oc[. Lorsqu'elle existe, 
on considere la fonction F definie sur I par 

p+oo 

F ( x ) = / / CM) dr . 
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Existence et continuite 




S'il existe une fonction positive g definie, continue par morceaux et sommable sur 
]a,+oo[, et qui verifie : 

Vx e I Vf e]a,+oo[ I/O, 01 < g(t ) 

alors F existe et est continue sur I. 



Derivabilite 

Supposons en plus des hypotheses precedentes que/admette une derivee partielle 

— continue sur / x]a,+oc[ et qu'il existe une fonction positive h definie, conti- 
3x 

nue par morceaux et sommable sur ]a,+oo[, et qui verifie : 



Vx e / Vf e]a,+oo[ 



9 / 

3x 



0,0 



<h(t) 



n+OO Qr 

alors F est de classe C 1 sur I et F' (x) = / —0,0 • 

J a 9x 

Remarques 

Le theoreme precedent se generalise pour les derivees successives de F. 

Pour la continuite et les derivabilites successives, il suffit d'etablir les hypotheses 
de domination du type |/O,0l ^ g(t) sur tout segment de I. 



© 
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Application 

r+°° , 

Pourx e R, considerons : f(x ) = / e~' cos (2 tx) dr. 

Jo 

Etudiez l'existence et la derivabilite de /, puis calculez/(x) . 



Solution 

• La fonction g definie par : 

2 

g(x,t) — cos (2 tx) 

est continue sur M x [0,+oo[. On a la majoration : 

VieK Vr e [0,+oo[ |g(x,r)| < e~' 2 

et la fonction definie par h\(t) = e” r est continue et sommable sur [0,+oo[. 
Par consequent, / existe et est continue sur M. 

3 g 2 

• On a — (x,t) — —2 te~’~ sin (2 tx) et 

dx 

Vr el Vr e [0,+oo[ 



dg r t\ 
-x~(x,0 
dx 



^ 2 re 



La fonction definie par / 12 (f) = 2 re ‘ est continue et sommable sur [0,+oo[. 
Par consequent, / est derivable et Ton a : 



Vx e R 

■ En integrant par parties, on obtient : 
f'(x) = |^e -r sin (2rx) 



r+o o 

f'(x)= / —2 teT 1 sin(2rx)dr. 

Jo 



f 



+00 r +00 

2x 
0 



e ' cos(2rx)dr, 



soit f’(x) = —2xf(x). 

Cette equation differentielle a pour solution generale/(x) = Kc 



La constante K vaut : K — f(O) — 

Jo 



+OO 



e~ r dr 



Si vous saviez que cette integrale a pour valeur — vous concluriez 



V 7T 2 

fix) = ■ 
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Soit /(x) 



-L 



Application 

+oo e -f ( l _ cos 

, dr. 



Calculez/'(x) et /"(x). Deduisez-en une expression simple de/(x) . 

Solution 



• La fonction g definie par : 

e~'(l — cos xt) 

g(x,f) = 

t 

est continue sur R x [0; +oo[. 



si t + 0 ; g(x, 0) = — 



U ,2 



On a toujours : 1 1 — cos u \ — 2 sin " — ^ 2 — r ce qui entraine : 



\g(x,t)\ < e ' — ■ 



Pour tout a > 0 et pour tout (x,t) e [—a, a] x [0,+oo[, on a |g(jc,f)| ^ — e ' et cette 
fonction majorante est sommable sur [0,+oo[. 

On en deduit l’existence et la continuite de/sur tout [—a, a], done sur R. 

• Pour la derivabilite premiere et seconde d e /, la fonction : 

3 g e - ' 3 g 

— (x,t) = — sinxt si t ± 0 ; — (x,0) = x 

ax t ax 

se majore sur tout [—a, a] par une fonction sommable sur [0,+oo[ : 

i 9 #, 



3x 



(x,r)| < 



a e 



et la fonction : 



d 2 g , 



d 2 g 3 2 g 

- 1 %(x,t) — e - ' cos xt si t ^ 0 ; — — (x,0) = 1 

ax z ox 1 



par — -(x,f) ^ e f , fonction sommable sur [0,+oo[. 

3x 2 



* On a donc/"(x) 



r+oo 

= L i 



e ' cos xtdt ce qui donne successivement : 



/"(x) = -j— -p — f'{x) — arctan x et /(x) = x arctan x — - ln(l + x 2 ) . 
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Integrales multiples 



I Integrales doubles 



• Theoreme de Fubini 

Soit p eX if) deux fonctions continues sur [a,b] avec ip ^ ip ; notons A l'ensemble 
des points ( x,y ) e K 2 tels que : 

a ^ x ^ b et ip(x) ^ y ^ ip(x) ■ 



Alors : 




f(x,y) d.\ dy = 




f(x,y) dy 



dv . 




On peut permuter les roles de x et de y . 



Changement de variables 



Soit f(x,y) une fonction continue sur le domaine D ferme et borne, en bijection 
avec un domaine ferme et borne A au moyen des fonctions de classe C 1 
x — <p(u,v) et y = ip(u,v) ; alors : 




f{x,y) dr dy = 




f(x(u,v),y(u,v)) 



D(x,y ) 
D(u,v) 



d;/ du 



Le determinant 



D(x,y) 
D(u,v ) 



dip 

du 



( u,v ) 



dtp 

du 



(u,v) 



dip 

dv 



(u,v) 



dip 

~dv 



(u,v) 



est appele jacobien. 



150 Analyse en 30 fiches 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



Cas des coordonnees polaires 



IL f,x ' r)dxdy= IL f(p cos 9,p sin 6)p dp d 6 . 



II Integrates triples 



Approche et calcul 

/ etant continue sur un domaine ferme et borne D de R 3 , l'integrale triple 
I = j I j f(x,y,z) dx dy dz se definit de fag on analogue aux integrales doubles, 
et se calcule par integrations successives. 



Changement de variables 

Le theoreme est analogue au cas precedent. En particulier, si un domaine est repre- 
sente par une partie D de R 3 en coordonnees cartesiennes et par une partie A en 
coordonnees cylindriques ou spheriques, on a 
- en coordonnees cylindriques : 



I = 



SSL 



f(p cos 9,p sin 9,z)p dp d 9 dz , 



- en coordonnees spheriques : 

I — J J J f(r cos ip cos 9,r cos ip sin 9,r sin ip)r 2 cos ip dr dp d 9 . 



Attention, dans cette formule p est la latitude. N'oubliez pas de modifier si vous utilisez 
la colatitude, comme le font beaucoup de physiciens qui ignorent la navigation. 



Applications 



Aire et volume 

Si f(x,y) = 1 , l’integrale double JJ dx dy est l’aire de A. 

Si f(x,y,z) = 1 , l'integrale triple JJJ dx dy dz est le volume de A. 

Masse 

Si f(x,y), ou f(x,y,z), est la densite au point (x,y), ou (x,y,z), l’integrale double, 
ou triple, correspondante est la masse de la partie A . 
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Application 



Calculez l'integrale double I — J J y 
defini par : 






dx dv , ou D est le domaine de R 2 

+ X 2 + y 2 



0 < x < 1 et 0 < y < 1 et 1 < x 2 + y 2 . 



Solution 

La partie D de R 2 est l'intersection du carre [0,1] x [0,1] 
et de l'exterieur du cercle de centre O et de rayon 1. 

La fonction / definie par : 






xy 

1 + x 2 + y 2 



est continue sur D . 

A l’aide du theoreme de Fubini, et du dessin pour ne pas 
se tromper sur les bornes, on peut ecrire : 



/ = 



On a : 




xy 

l + x 2 + v 2 




dx. 




1 + x 2 + y 2 




2y 

1 + x 2 + y 2 



dy 




Figure 29.2 



= ln(l+x- + y 



Jy =x /l-X 2 



X ~ X X X 

= - In (2 + x 2 ) - - In 2 = - ln(l + — ) 
2 2 2 2 



On a done, en utilisant le changement de variable u = 



2 



X x 2 1 f 2 


1 


" 




ln( 1 + u) du = - 


(1 + u) In (1 4- u ) — u 


Jo 2 2 2 J 0 


2 






1 

4 
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Application 




Calculez l'integrale double I 
par : 




(x + v) 2 dx dy , ou D est le domaine de IR 2 defini 



x 2 + v 2 - x < 0 et x 2 +y 2 — 0 et y ^ 0 . 



Solution 

/ i \ 2 l 

La condition x 2 + y 2 — x ^ 0 s'ecrit [x — + y 2 ^ - 

et signifie que M{x, y) est interieur au cercle de centre 
^,0^ et de rayon 

/ 1\2 i 

La condition x 2 + y 2 — y ^ 0 s'ecrit x 2 + [y — - j ^ - 
et signifie que M(x,y) est exterieur au cercle de centre 
^0, et de rayon 

L' allure de la representation graphique de D suggere de 
passer en coordonnees polaires, ce qui donne : 




Figure 29.3 






I — II (p cos 8 + p sin 8) 2 p dp dd = II p 3 ( cos 8 + sin 8 ) 2 dp dd , 



-SL 



ou A = {( p,8 ) e R 2 ; 0 — et sin 8 ^ p ^ cos 8} . 

On a (cos 8 + sin 9) 2 = cos 2 9 + 2 cos 8 sin 8 + sin 2 8 = 1 + sin 28, et I se calcule grace 
au theoreme de Fubini : 



/» ^ .COS 6 

/ = (1 + sin 29)(^ J p 3 dpj 



dd. 



L 



COS V 

3 - 1 



p dp = - cos 28 entraine : 
0 4 



I = 



1 f 4 



f: 



(1 + sin 28) cos 28 d 9 — 



1 n 



f: 



(cos 28 H — sin 48) dd = — . 
2 16 



© 
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30 Integrates 

curvilignes 

I Formes differentielles de degre 1 

• Definition 

Une forme differentielle de degre 1 est une application lo. definie sur un ouvert U 
de R", et a valeurs dans le dual £(R",R) . 

En notant dx, la i-ieme projection de R" sur R (definie par dx,(h) — li, si 
h = ,h , ,)), lo s'ecrit : 

n 

Vx = (xi,. . . ,x„) <= U co(x) — P i (x )dx/ . 

! = 1 

Les Pi, applications de U dans R, sont les fonctions coordonnees de lo. 

En physique, on associe a w le champ de vecteurs 1 / de composantes (Pi , P 2 ) dans le 
plan et (Pi, P 2 , P 3 ) dans iespace. 

Si tous les Pi sont de classe C k sur U , on dit que u> est de classe C k sur U. 

Forme exacte 

Une forme differentielle u> est exacte s'il existe une fonction/, de classe C 1 , de U 
dans R telle que : 

d / = u). 

On dit alors que /est une primitive de lo sur U . 

En physique, 10 exacte signifie que V est un champ de gradients. 

Forme fermee 

lo est fermee si : 

Vie V; e 



En physique, cette condition signifie que rot V — 0 . 

• Condition necessaire pour lo exacte 

Une forme differentielle exacte de classe C 1 est toujours fermee. 



dPi_ = dPj_ 
3 Xj d Xi 
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o> 



O 



En physique, cela signifie que Ton a toujours ro!(grad f) = 0 . 

Ouverts particuliers 

Un ouvert U de R" est etoile s'il existe a e U tel que, pour tout x e U, le segment 
d'extremites a et x soit inclus dans U . 

Un ouvert U de R" est simplement connexe si toute courbe fermee incluse dans U 
peut se ramener a un point par deformation continue. 

Theoreme de Poincare 

Si U est un ouvert etoile, ou si U est simplement connexe, alors : 



Attention, cette equivalence exige une hypothese sur U. Elle n'est pas vraie dans le cas 
du plan prive d'un point, de I’espace prive d'une droite (qui ne sont ni etoiles ni simple- 
ment connexes). 



L'arc est oriente par le choix de l’un des deux sens de parcours possibles, ce qui 
revient a distinguer les vecteurs unitaires tangents (opposes) 7 + et 7 . 

Integrate d'une forme differentielle le long d'un arc oriente 

P, Q et R etant des fonctions continues, on appelle integrate curviligne de la forme 
differentielle ui = Pdx + Q&y + Rdz le nombre note : 



oj exacte sur U oj fermee sur U . 



II Integrate curviligne 



Arc oriente 

Soit T un arc de courbe defini par la representation parametrique : 





et defini par : 




[P(x{t),y(t),z{t)]x'{t) + Q(x(t),y(t),z(t))y'(t) 



+R(x(t),y(t),z(t))z'(t)]dt 



© 



En physique, il s'agit de la circulation de V lelongdef. 
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Montrez que la forme differentielle to — 



Application 

2 xy dx + (1 — x 2 ) dy 



est fermee. 



(1 — x 2 ) 2 + y 2 

Dans un ouvert a preciser, determinez une fonction/ telle que u> — d /. 

Solution 

• La forme differentielle u est definie sur K 2 \ {(— 1,0), (1,0)} . 

2 xy 



A partir d e P — 



1 — x 

,, ~ T ,et Q — — on observe que : 

(1 — x 2 ) 2 + y 2 (1 — x 2 ) 2 + y 2 



3 P _ 2x (1 — x 2 ) 2 — 2xy 
dy _ x 2^2 _|_ y 2 ~Y 



9g 

dx 



Elle est done fermee. 



• Elle est exacte sur tout ouvert respectant les hypotheses du theoreme de Poincare, ce 
qui n'est pas le cas de son ensemble de definition. 

Cherchons / telle que u = d/sur un ouvert A a preciser. / doit verifier : 



9/ 

3x 



2xy 



9/ 



1 



(1 — x 2 ) 2 + y 2 ’ 3y (1 — x 2 ) 2 + y 2 



II est plus simple de partir de la seconde egalite et de placer dans un ouvert oil x 2 A 1 , 
par exemple A — {(x,y) ; 1*1 < i} , qui est simplement connexe. 

1 



9/ 



1 



On peut alors ecrire — = v 

dy i . ( j 



d’ou Ton tire : 



1 + 



f(x,y) = arctan 



+ <P(*) • 



9/ 



En calculant — et en reportant, on obtient ip'(x) — 0, soit : 

dx 



V(x,y) e A /(x,y) = arctan 



1 — x : 



+ K. 
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Application 

1. Soit la forme differentielle definie dans R 2 par u> — y dx + (2x — ye y ) dy. 
Montrez que u> n'est pas exacte dans R 2 . 

2. Trouvez une fonction g(y) de la seule variable y telle que la forme differentielle 
g(y)tjJ soit exacte dans R 2 . 

3. Determinez les fonctions/(x,y) telles que d / = gaj dans M 2 . 



Solution 



1. La forme differentielle est de la forme uj — P dx + Q dy , avec 

P(x,y) — y et Q(x,y) = 2x — yeL 

3 P 3 Q 

Comme — ^ la forme oj n’est pas fermee. Elle ne peut done pas etre exacte. 

dy dx 

2. On a g(y) ui = fidA - + <2idy avec 



Pi(x,y) = yg(y) et Qi(x,y) = (2x - ye y )g(y). 

Comme M 2 est simplement connexe, d’apres le theoreme de Poincare on a : 
g(y)uj exacte g(y)uj fermee. 

3 Pi , 3<2i 

Comme = g(y) + vg (y) et = 2g(y), la condition cherchee s'ecrit : 

3y " 3x 

yg'(y) - g(y) = o r=r g{y) = Ky. 



On peut done choisir, en particular, g(y) = y. 

3. D’apres la question precedente, il existe une fonction / definie sur R telle que 
d f — y u, soit : 



Bf 

dx 



= y 



— = 2 xy — y 2 e y 
dy 



La premiere egalite donne/(x,y) = xy 2 + k(y) . En reportant dans la seconde equa- 
tion, on obtient : 



2 xy + k'(y) = 2 xy — y 2 e- v k'(y) = — y 2 e- v , 
soit apres deux integrations par parties : 

k{y) — — e- v (y 2 — 2y + 2) + C avec C e R. 
Les fonctions/cherchees sont done definies par : 

f(x,y) = xy 2 - e- v (y 2 - 2y + 2) + C. 
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Application 



Soit V le champ de vecteurs defini sur l'ouvert Q = E 2 \ {(0,0)} par : 

y - r> x 



V (x,y) = - 



i + 



x 2 + y 2 x 2 + y 2 

1. Verifiez que V satisfait la condition necessaire pour etre un champ de gradients. 

2. Calculez la circulation de V le long du cercle C + de centre O et de rayon 1, par- 
couru dans le sens direct. 

V est-il un champ de gradients ? 



Solution 

y 



1. Les fonctions definies par P(x,y) — — 



x - + y 2 



et Q(x,y) = 



x 2 + y 2 



sont de 



classe C°° dans ^ = R 2 \ {(0,0)}. On a bien : 



3 P, , y 1 -x 2 8Q / 



ce qui est la condition necessaire pour que, dans le plan, le champ de vecteurs V soit 
un champ de gradients. 

2. On peut parameter C + par : 

x = cos 9 ; y = sin 6 ; 9 e [0,27r], 

La circulation de V le long de C + est egale a l’integrale curviligne : 

f Pdx + Q&y — f [ — sin 9(— sin 9) + cos 9( cos 0)] d9 — 2n . 

Jc+ J o 

On en deduit que le champ V n’est pas un champ de gradients, car sa circulation le 
long de la courbe fermee C + n’est pas nulle. 

Remarquons qu'il n'y a aucune contradiction avec le cours (heureusement !) puisque O 
n'est pas un ensemble simplement connexe. 

En effet, un cercle entourant I'origine ne peut pas etre ramene a un point en restant 
dans O . 
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